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Proélogo

El siguiente texto esta dirigido a estudiantes y docentes de educacién superior
interesados en ahondar en conceptos de ecuaciones diferenciales, especificamente
en lo que se refiere a los métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, buscando con esto profundizar en dichos métodos, de tal manera que le
permita tanto a docentes como a estudiantes, tener una vision més amplia sobre
la resoluciéon de problemas relacionados con el tema.

Es importante resaltar que en el texto, solo se hace referencia a las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y no a las parciales, ademés, no se realizan demostraciones
de los teoremas, porque el proposito es desarrollar en el estudiante la competencia
de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias por diferentes métodos. Si se desea
conocer la demostracion de dichos teoremas o profundizar mas en el tema, invita-
mos al lector a consultar la bibliografia que se encuentra al final del texto.

La estructura del libro esta conformado por 11 capitulos, cada uno de los cuales
enuncia los métodos de ecuaciones dferencilaes ordinarias, se plantean ejercicios
resueltos a modo de ejemplificacion y al final se incluyen ejercicios propuestos con
el fin de que se ejercite lo aprendido y se pongan en practica los métodos expuestos.

Este material ha sido experimentado en el espacio académico de Ecuaciones Dife-
renciales del programa Tecnologia Electronica de la Universida del Quindio, con
resultados satisfactorios.

Esperamos que a través de los temas desarrollados contribuir a mejorar los pro-
cesos de ensenanza aprendizaje al interior de los diferentes espacios académicos
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que impliquen la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias en la educaciéon
superior.
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1 Conceptos basicos

Definicion 1.1 Se llama ecuacion diferencial a una funcion que incluya una va-
riable dependiente y sus derivadas, con respecto a una o mds variables indepen-
dientes.

Definicion 1.2 Una ecuacion que incluya derivadas de una funcion se llama
ecuacion diferencial.

1.1 Clasificacidon

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar de la siguiente forma:

1.1.1 Segdn su tipo
1. Ordinarias (E.D.O.)

2. Parciales (E.D.P.)

Definicién 1.3 Una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.Q.) es aquella funcion
que solo tiene una variable independiente, por lo tanto todas las derivadas que
aparecen en ella son ordinarias.




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Ejemplo 1.1

1)

dy

— + 10y = e
da:+ y=-e

Es una E.D.O., la funcion es y, la variable independiente es x.

2)
Py dy |
e + T +siny =0
Es una E.D.O., la funcion es y, la variable independiente es x.
3)

dz\? dz
) 9. 44y =
x(dx) de+x 0

Es una E.D.O., la funcion es z, la variable independiente es x.

Definicién 1.4 Una ecuacion diferencial parcial (E.D.P.) es una funcion que
tiene dos o mas deriwvadas parciales de la variable dependiente con respecto a las
variables independientes.

Ejemplo 1.2

1)
0%z 0%z

ox?  Oy? -7

Es una E.D.P., la funcion es z, las variable independiente son x 1y y.

2)

Es una E.D.P., la funcion es v, las variable independiente son x y t.
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1.1. CLASIFICACION

1.1.2 Segln su orden

El orden de una E.D. lo determina el orden de la derivada mayor.

Ejemplo 1.3

Es una E.D.O. de orden §

1.1.3 Segin su grado

El grado de una E.D.O. lo determina la méxima potencia de la derivada de mayor
orden.

Ejemplo 1.4

Py\* Py y .
(j?)*(@ﬁ TE e
Es una E.D.O. de orden 3y grado 2.

Ejercicios 1.1

Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales segtin su tipo, orden y grado

dy 0*M M
1. = =-2¢—8 =

I x 7. 52 +7 3y 0
2. y"+6y +3=0 ou  Ou

8, — =u—

0w Pu  Pu 0 ot Ox

3. + + = 4 2 2
2 2
O oy dydx 9. 0*u 0°u 8u+u_0

+ 2=+
29,2 2 2
4. y// + (wy’)2 =6 ox 8y or &y

dy d*y b
5. Yy +y"+y=e" 10. — 43 — 5y =0
yv'+y +y prr <dx2) + 5y
y Oy
6 Gat T gz — s 11 (")’ +y =sin(x)

11




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

oM v v dr\? d*x
12. —+5-=0 = =\ =2
dxdy? T T dy H <d5) Ve T
dbz d*z >z Az

1.2 Forma general de una E.D.O. de orden n

La expresion:

dy d*y d™y
F —, —, ..., — ] =0
(x7 y? dx’ d:le’ Y d:ljn

Es la forma general de una E.D.O. de orden n donde y es la funcién con variable
independiente z.

Si se utiliza la notacion de primas, la expresion anterior se puede escribir como:
F(z,y. 9,9 ....y"™) =0
Ejemplo 1.5

1. F(z,v,v,v") =0 es la forma general de una E.D.O. de orden dos o
sequndo orden.

2. F(t,y,y') =0 esla forma general de una E.D.O. de orden uno o primer
orden. La funcion es y, la variable independiente es t.

1.3 Solucién particular de una E.D.O.

Definiciéon 1.5 Seay = f(z) una funcion continua en un intervalo I. La funcidn

y = f(z) es una solucion particular de la ecuacion diferencial F (a:, vy, ..., y(”)) =
0 en I sila satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por f(x) y sus co-
rrespondientes derivadas.

Ejemplo 1.6

12




1.4. SOLUCION GENERAL DE UNA E.D.O.

1) y=cicosx+cysinx  es una solucion de:

d*y
@y —0
dx? Ty

Solucion:

Yy = —c1sinx 4+ cpcosT

—(C1COS —Co SN
Reemplazamos y' y y" en la E.D.O.
—C1COS —CoSINT + cycosx + copsine =0

xT

2) Probar que y = e™3* es una solucion particular de y" — 2y’ — 15y =0

y = —3e¥

y// — 9673:13

Entonces:

9e™% — 2 (=3e%) — 15 (%) = 9¢™*" 4+ 6 — 15¢ 7" =0

1.4 Solucién general de una E.D.O.

Definicion 1.6 Si una E.D.O. de orden n tiene una solucion que incluye n cons-
tantes arbitrarias, esta solucion se llama solucion general de la E.D.O. Las n
constantes arbitrarias son llamadas parametros esenciales.

Ejemplo 1.7

1) En el ejemplo 1.6 y = c¢1 cosx + cosinz se constituye en una solucion general
de y” +y = 0 porque y tiene dos constantes ¢i y co, la E.D.O. es de 2° orden.

Si se asignan valores arbitrarios a c¢; y co en la solucion general, se obtienen
soluciones particulares, por ejemplo ¢, = 2, co = 3 = y = 2cosx + 3sinzx
solucion particular de la E.D.O.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

2) Comprobar que y = cie™>® + c2€*® es una solucion general de y" — 4y =0

Solucién:

Y = —2cie” % 4 2cpe™

y// — 4016721—0—4026%

Reemplazamos y y " en la E.D.O.

dere ™ 4 dege™® — 4 (cle_2$ + 0262”5) =0
y = cre” 2 + cpe* si es la solucion general de 3" — 4y = 0 porque:
a) Al reemplazar y y y” en la E.D.O. la satisfizo.

b) La solucion tiene dos constantes ¢; y ¢o y la E.D.O. es de orden 2.

1.5 Curva solucién

Como toda solucién de una E.D.O. es una funcién entonces la grafica de una
solucién particular de una E.D.O. de orden n es una curva plana, por lo tanto a
una soluciéon particular se le llama curva solucion de la E.D.O.

Ejemplo 1.8 Dada la ecuacion diferencial % =0
a) Hallar la solucion general.

b) Hallar 3 soluciones particulares y sus respectivas grdficas.

Solucion

a) Supongamos que y = c1x? + ¢ + ¢3 es la solucion general

Yy = 2c17+ ¢
1 — 261
y/// — 0

14




1.6. EL PROBLEMA DEL VALOR INICIAL

Entonces:
d3y
dxz3

. .. 3
y = 122 + cox + c3 si es la solucién general de %

b) Para hallar soluciones particulares, se asignan valores arbitrarios a las cons-
tantes ¢y, c9, C3.

Caso 1: Supongamos que ¢; =0, co =0, c3 =1
y=0x*+0x+1

Entonces y = 1 (recta horizontal)

Caso 2: Supongamos que ¢; =0, co =1, c3 = —1
y=02"+1r—1

Entonces y = x — 1 (recta)

Caso 3: Supongamos que ¢; = —3, co =0, c3 =0
y=—-32>+0x+0

Entonces y = —3x? (parabola)

1.6 EIl problema del valor inicial

a) El problema del valor inicial consiste en hallar una solucion particular de una
E.D.O. de primer orden sujeta a una condicién que se le impone a la funcion
(variable dependiente) en algin intervalo I es decir:

2

“Resolver F (z, y, y') = 0 sujeta a Y (z9) = yo

Esto indica que la curva solucién y = f(z) debe pasar por el punto (xg, yo)

15




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Ejemplo 1.9 Hallar la solucion del siguiente problema de valor inicial 3y’ +y = 0
sea y(3) = 2, si se sabe que la solucion general de la E.D.O. esy = ce™™

Solucion

Como y = ce™™ es una soluciéon de la E.D.O. para cualquier valor de ¢, buscamos
aquel valor de ¢ que también satisfaga la condicion y(3) = 2.

Como:
y=ce® = y(3)=ce?
La condicién inicial dice que:

y(3)=2 = ce?=2 = c=2¢

Reemplazando este valor de ¢ en la solucién general.

y = ce ¥ = 2¢3e™ = y = 2e€
Es la soluciéon al problema de valor inicial.
b) Problema de valor inicial de 2° orden

El problema de valor inicial de 2° orden es el problema de hallar una solucion
particular de una E.D.O. de 2° orden sujeta a dos condiciones que se le imponen
a la funcién y y a su derivada en algtn intervalo I o sea:

7

“Resolver F' (z, y, v, y") = 0 sujeta a Y (z9) = vo, Y'(x0) = "1

Esto indica que la curva soluciéon debe pasar por el punto (xg,yo) y la curva en
dicho punto debe tener pendiente 3; como muestra la figura (1.1)

Nota: Si las dos condiciones que se le imponen a la funcién y y a su derivada son
en el mismo punto (g, 3o), estas condiciones se llaman condiciones iniciales. Si
las condiciones se imponen en puntos distintos (zg, yo) ¥ (21, y1), estas condiciones

16




1.6. EL PROBLEMA DEL VALOR INICIAL

y = f(x) = curva solucion

yo - e e e e e e - - -

R

8
=)

Figura 1.1: Curva soluciéon

se llaman condiciones limites o de frontera.

Ejemplo 1.10 Halle la solucion al problema de valor inicial y"+4y = 0, y(0) = 0
y y'(0) =1, Si se sabe que la solucion general a la E.D.O. es y(x) = ¢ sin 2z +
Co COS 2.

Solucion

Como y(x) es una soluciéon de la E.D.O. para todos los valores de ¢; y ¢z, escogemos
aquellos valores de ¢; y ¢y que también satisfacen las condiciones iniciales.

Notese que y(0) = ¢;8in0 4 ¢3 cos0 = ¢y . Para satisfacer la condicion y(0) = 0
hacemos ¢y = 0.

Y () = 2¢pcos2x — 2cy8in 2z
y' (0) = 2c;cos0— 2¢ysin0
Yy (0) = 2¢

17




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Para satisfacer la 22 condicion inicial ' (0) = 1 escogemos:

2c0 =1 = 0125

Sustituyendo estos valores de ¢; y ¢z en la solucion y(x) obtenemos:

1
y(x) = = sin2zx
2
Solucion general al problema del valor inicial planteado.

Ejemplo 1.11 Hallar la solucion al problema de frontera:
e ()0 ()
Yy 4y Y g Y\

Solucién
Sabemos que la solucion general de y' + 4y = 0 es y (z) = c1sen2z + cycos2x
entonces:

1(3) s (2 F) en (22 ) s (95) s (112)

Para satisfacer la condicion y (%) = 0 necesitamos que:

¢ ( \/§> + e (l\/ﬁ) =0 (1.1)
Ademas:

2
() aon o D) o2 ) e (35) oo
— = Cq1 S1n — Co COS — = C — C —
I\6 ! 6) 6 13 2\ 3

Para satisfacer la segunda condiciéon y (%) = 1, hacemos:

¢ @\/5) + e (%) =1 (1.2)

Resolviendo simultdaneamente (9.3) y (9.4) obtenemos:
2
(3-1)

N —

Cl = —Cy =

18




1.7. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES

Sustituyendo estos valores de ¢; y ¢s en la solucion y(x) obtenemos:

y(x) = -

(V3-1)

Como una soluciéon al problema de valor limite o de frontera.

1.7 Existencia y unicidad de las soluciones

Al resolver un problema de valor inicial de primer orden puede ocurrir uno de los
siguientes casos:

a) Tener una tnica solucion
b) No tener solucion

c¢) Tener muchas soluciones

Nota: b) y ¢) casos extremos

1.7.1 Teorema de Picard

dy
dx
f(z, ), que satisface la condicion inicial Y (xg) = yo si f(x, y) y g—z son con-
tinuas en la region del plano xy definida por a < x < b yc <y <d que contiene

al punto (o, yo)

Teorema 1.1 Emiste una solucion inica para E.D.O. de primer orden

Ejemplo 1.12 Sea j—i = x/y, sea y(2) = 1 determinar si este problema tiene
una unica solucion.

Solucion

T) = z,/y es continua para todo (z, y) € R* cony >0

L= es continua para todo (x, y) € R* cony > 0

I
of
oy 2\/y

Son continuas para todo el plano que estd por encima del eje x = ambas son
continuas en una region que contiene al punto (2,1) = por el teorema de Picard

la solucion existe y es unica.

19




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

1.8 Forma diferencial

Toda E.D.O. de 1° orden Z—Z = f(x,y) se puede expresar como M (z, y)dx +

N (z, y) dy = 0, llamada forma diferencial.

Ejemplo 1.13
dy x? — Txy
dx y+9

(y+9)dy = (2% —Tay)ds
(7 = Tay) dz + (—y — 9)dy = 0

Ejemplo 1.14

— = t*(v* -6t
dt (U )
d
Y Bt
v2 — 6t
dv
t3dt — =0
v2 — 6t
dv
3 dt =0
~~ + 6t — v°
M(t, ’U) N——
N(t,v)

Ejercicios 1.2

1. Determine si la funcion f(z) dada es o no una soluciéon de la ecuacion dife-
rencial:

d
a) fle)=x+e® delaEDd—quy:x—i—l

d> d
b) f(x) =2e3* —5¢'* de la ED d—xz - 7% +12y =0
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c) f($)zez+2$2+6x+7delaED@—3@+2y:4x2
dz? dx
d?y dy
d) f(z)= 15 22 de la ED (1+x2)@+4x%+2y:0

. Demostrar que toda funciéon f definida por

f(2) = (@ + c)e™

donde ¢ es una constante arbitraria, es soluciéon de la ecuacion diferencial

d
SV 4 3y = 3a%e3
dz

., . _ 2
. Demostrar que toda funcién f definida como f(z) = 2 + ce™?*", donde c es
una contante, es soluciéon de una ecuacion diferencial

d
el + 4dxy = 8x
dx

. Demostrar que toda funcién g definida por g(x) = c1€?® + coze®® + cze™ 2%,

donde ¢y, co y c3 son constantes arbitrarias, es una solucién de la ecuacion
diferencial

&Py Ay dy
CY o8 4% igy=0
dx3 dx? dx + oy

. Para ciertos valores de la constante m, la funcion definida por f(x) = e™*

es una solucién a la ecuacion diferencial

dy Py dy

— —3— —4—+12y =0

dx3 dx? dx + iy

. Para ciertos valores de n, la funcion g definida por g(x) = 2" son soluciéon
de una ecuaciéon diferencial
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pE P2 d
xi”d—xz + 2x2d—xy’2 - 10x£ 8y =0

Determinar todos esos valores de n.

7. Demostrar que

Y= 46 4 2737

es una solucién del problema de valores iniciales

x?  dx
y(0) =
y'(0) = 2
8. Sabiendo que cada solucién de
d’y dy
— - = — 12y =
dz? dx y=0

puede escribirse de la forma y = ¢;e** +cye73%, para una eleccién conveniente
de constantes arbitrarias c; y co. Resolver los siguientes problemas de valores
iniciales

a)

Py dy
29 19y = 0
dz? dx y
y(0) = 5
y'(0) =
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Py dy
— - =2 12y = 0
dz? dx y
y(0) = —2
y'(0) = 6
9. Cada solucién de la ecuacion diferencial
d*y
°d -0
dz? Y

Puede escribirse en la forma y = ¢y sinx + ¢ cosz, para una elecciéon con-
veniente de las constantes ¢y co, determine que los siguientes problemas de
contorno poseen solucion.

a)

10. Sabiendo que cada soluciéon de

d? d? d
de—xg — 3x2d—xz + 6%% —6x=0
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11.

12.

13.

Pueden escribirse de la forma y = c;2 + co2? + c32%, para una eleccién de
las constantes arbitrarias ¢, ¢y y c3, resolver el problema de valores iniciales
que consta de la ecuaciéon anterior y las tres condiciones

y(2) = 0
y(2) = 2
//(2) 6
1
Aproveche que y = ﬁ es un conjunto de soluciones de 3 = y — v,
cie

para determinar una solucién del problema de valor inicial formado por la
ecuacion diferencial y la condicion inicial dada:

a) y(0) = —1/3
b) y(—1) =2

En los problemas siguientes aproveche que x = ¢; cost+cy sint es un conjun-
to de soluciones de x” 4+ x = 0 para determinar una solucién del problema
de valores iniciales formado por la ecuacion diferencial y las condiciones
iniciales dadas.

a) z(0)=—1,2/(0) =8

b) x(n/2) =0, 2'(7/2) =1

c) z(n/6) =1/2, 2'(w/6) =0
d) z(n/4) =2, ' (7/4) = 2¢/2

En los problemas siguientes aproveche que y = c¢1e” + coe™* es un conjunto
de soluciones de y”"—y = 0 para determinar una solucién del problema de
valores iniciales formado por la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales

dadas

a) y(0) =1, y'(0) =2
b) y(1)=0,y'(1)=e
¢) y(-1)=5y'(-1)=-5
d) y(0)=0,y'(0) =0
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2 Métodos para resolver E.D.O.
de 12 orden

2.1 Meétodo de solucidn por separacién de
variables

Una E.D.O. de primer orden se puede resolver por integracion si es posible reunir
todos los términos en x con dx, y todos los términos en y con dy. Esto equivale a
escribir la E.D.O. en la siguiente forma o forma diferencial.

M(x)dz + N(y)dy = 0 donde M(z) es una funcion continua de variable = sola-
mente. N(y) es una funcion continua de variable y solamente.

2.1.1 Procedimiento de solucién:

1) Expresar la E.D.O. en forma diferencial (separar variables)
M (z)dx + N(y)dy = 0
2) Integrar la forma diferencial para obtener la solucién general.

M(z)dr + N(y)dy = 0

[y = [Ny
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CAPITULO 2. METODOS PARA RESOLVER E.D.O. DE 12 ORDEN

Ejemplo 2.1 Resolver:

dx
= 1 2
T
Solucion
1) Separar variables.
dx dx
o +x = 122
Donde:
1
M(z) —
Es continua Vz € R.
Donde:
N(t)=1

Es continua Vt € R.

2) Integrar:

1
= 1
/1+x2d9€ / dt

tanflircl = t+oco

tan "tz —t = ¢

Ejemplo 2.2 Hallar la solucion general de:

(x2+4)3—z:xy
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1) Separar variables.

Donde:

Es continua Vz € R.

Donde:
Es continua Vy #0 y € R.

1
/ v d:p—/—dy
x?2+4 Yy

1
5111(x2+4)+cl—1n|y|+cg

2) Integrar:

1
éln(:p2—|—4)—ln|y|+c

In y|

In |y|
Y|
y

Ejemplo 2.3 Resolver:

—yy'+e* =0 sa y(0)=1

Ty

rydx

24+ 4

= 0

= 0

%ln(xz—i—ll) +c
InVaeZ+4+c
Va2 +4
+ecVx? + 4
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Solucion

—yy +et =
dy
ydx

0
+e* =0
—ydy +e*de = 0

Es continua Vz € R.

Es continua Vy € R.

Integrando:

—/ydy—l—/exdx =0
2

—%+cl+ez+02 =0

vt = 2" +c

Aplicando la condicién inicial obtenemos:

y(0)=1* = 2" +c
1 = 2+c¢

-1 = ¢
La soluciéon al problema de valor inicial:
P =2"4+c=2"-1 = y=+V2e -1
No se puede escoger la raiz cuadrada negativa, porque entonces:

y(0) = =20 —1=-V1=-1 = y(0)=-1

Lo cual contradice la condicion inicial.
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2.1. METODO DE SOLUCION POR SEPARACION DE VARIABLES

Ejemplo 2.4
(1-6y°)y' =—xcosz s.a y(m)=0

1) Separacion de variables.

e\ _ _
(1 6y)d:p = —xCOST
(1 — 6y5) dy = —xcosxdx
5 _
:Ucosxda:+(1—6y )dy =0

M(@) N(y)

/xcos:pd:p—l—/(l—6y5)dy =0

Usamos la condicion inicial y(7) =0 = xo=m, y=0

x y
/ xcosxdw—l—/ (1—6y5) dy =0
s 0

Evaluamos estas integrales (la 1° por partes) y obtenemos:

x x y
rsinz| +cosx +(y—y6) = 0
™ ™ 0
xsinx—wsinw+cosx—cos7r+(y—yﬁ) = 0
zsinz —7x0+cosz— (1) + (y—y°) = 0
rsinx+cosz +1= 9% —y

No se puede resolver explicitamente para y.

Ejemplo 2.5 Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1, 3) y tiene
pendiente % en cada uno de sus puntos (r, y)

Solucién

Como la pendiente de la curva es igual a la primera derivada de su ecuacion:
d d d
der  x? y a2
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dy dx
y ) a2
1
Injy] = ——+c¢
x
y = 67%4»0
Yy = 606_%

y = ke™: donde k = ¢°

Como la curva pasa por (1, 3) = y =3 cuando = = 1.

3 = ke_%
3 = ket
k = 3e

La curva pedida es:
1

y = (3e) e s = 36(1_5), r#0

2.2 E.D.O. de 12 orden exactas

Definicion 2.1 Una E.D.O. que puede escribirse en la forma M (x, y)dx+N(x, y)dy =
0 y que tiene la propiedad de que:
OM(x, y) _ ON(z,y)
dy - Oz

se dice que es exacta.

2.2.1 Meétodo de solucién

Para hallar la solucion de una ecuacion diferencial exacta M (z, y)dz+N(z, y)dy =
0 se debe hallar una funcion f(z, y) = c tal que:

of(x, y) of(z, y)

o (zy) vy o (z, y)
Ejemplo 2.6 Resolver la E.D.O. de primer orden:
dy 2wy — 32
dr 2y — a?
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Solucion

Paso 1. Escribir la E.D.O. en forma diferencial.

dy 2xy — 32
dz 2y — x?
(2y — :cz) dy = (Qxy — 33:2) dx
(Qxy — 3:102) dr — (2y — ZL‘2) dy = 0
(2zy — 32%) do + (—2y +2%) dy =

Forma diferencial donde:

M(w,y) =2zy —32*  N(z,y) =2" -2y
Paso 2. Comprobar que la ecuacion es exacta.

OM (zx, y) . ON(zx, y) _ 9, oM  ON

oy ox = 8—y_8—x

Entonces la ecuacién es exacta.

Paso 3. Hallar la solucion general o sea hallar una funcion f(z, y) = ¢ tal que:

8f_ 8f_

%_M Y 8y_N
Si:

of B

of

= 22y -3 =
8:1;‘ xry X

flx,y) = /(2xy—3x2)dx =
flx,y) = 2%y —2°+c(y)

Derivamos esta ultima expresion con respecto a y.
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of o d 3 9 /
9 = 5y (Py — 2 + c(y)) =2° + d(y)
Pero: of
— =N =2 -2
o (z,y) = 2" =2y
Entonces:
P4+ dy) = 2 -2
dly) = —2y
c(y) = / (—2y)dy
cy) = —y+a
Luego:

La solucion general es:

Ejemplo 2.7 Verificar que la siguiente ecuacion diferencial es exacta y hallar su
solucion general:
eldr + (xe? +2y)dy =0

Solucion

Paso 1. La ecuacion ya esté en forma diferencial, donde:
M(z,y)=¢"  N(z,y)=xze"+2y
Paso 2. Verificar que la ecuacion es exacta.

oM,  ON_
oy or

oM _ on
dy  Ox

e ey

32




2.2. E.D.O. DE 12 ORDEN EXACTAS

Luego, la ecuacion es exacta.

Paso 3. Como la ecuacion es exacta debe existir una funcion f(z,y) tal que:

of of
Como: g =l =
ox

Integrando con respecto a x, se obtiene:

flz,y) = /eyd:p + c(y)
f@,y) = we +c(y)

Derivamos con respecto a y.

0
3_5 =ze! + ' (y)
Pero:
0
8_£ = ze¥ + 2y
Entonces:
re! +d(y) = we¥ + 2y
dly) = 2y
Integrando:
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La solucion general es:
e’ +y* =c
Ejemplo 2.8 Resolver el siguiente problema de valor inicial.
(COSZL‘ —xsinx —I—y2) dr +2zydy =0 s.a y(m)=1
Solucién
Paso 1. La ecuacién ya esta en forma diferencial, donde:

M (z, y) = cosx — wsinz + y* N (z, y) = 2zy
Paso 2. Verificar que la solucion es exacta.

8M_2 8]\7_2 oM  ON
8y_y - oy  Ox

Entonces la ecuacién es exacta.

Paso 3. Como la ecuacion es exacta, debe existir una funcion f(z,y) tal que:

of _ of _
Usamos el hecho de que:
of
of
)
oy wy

Integrando:

f(r,y) = / 2xydy

f@y) = x4 c(a)
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Derivamos con respecto a x.

af

o y* +d(x)
Comparamos este resultado con:
of
>+ (x) = cosx— wsinz + g
d(x) = cosz— xsinx

Integramos respecto a x.
c(z) = / (cosz — xsinz) dx

c(z) = /cos:cd:c— /xsinxd:c

c(x) = sinz+c¢ — (sinx — zcosx + o)

clr) = wcosz+c
La solucion general es:

f(z, y) ny2+0(x) :xy2+xcosx+c

La solucion general f (z, y) = c es:

:cy2+:ccos:c:c

Aplicamos la condicion inicial y(7) = 1 en la solucion general reemplazando x por
myy por 1.

m(1)  +mcosm = ¢
T+m(-1) = ¢
& 0
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La solucion particular obtenida por la condicién inicial es:
ry? + xcosx =0
Ejercicios 2.1

1. Resolver por el método de separaciéon de variables.

a) dr = b(cos@dr + rsin6db) i) (xy +x)dr =
b) ;l_i:f;_a; (2y? +2® +y* + 1) dy
1

d . _ 2
c) a*g+y? =0 i)+ (ER)
d) dy _ sinz

dx cosy k) (y log .I')(lOg y)dl’ + dy =0
dy _ y dy _ 1
€) Zx 2 ) &= In(z+y+3)+1 2
f) ﬁ —e Ycosa m) Z_@I/ — ea}—l—y—l -1
2dy _
)y + P = 6o W By
h) zydr — (x +2)dy =0
2. Comprobar que las siguientes ecuaciones son exactas y hallar su solucion
general.

a) (€Y +ye®)dr + (e* + ze¥)dy =0
b) Hdr — ldy=0
c) 2z+y)de+ (z—2y)dy =0
d) (322 — 2xy) da+(4y® —2* +3)dy =0
e) (ysinz —siny) dz—(zcosy + cosz)dy =0
f) (32% + 2zy?) da + (3y? + 22%y) dy = 0
9) (2zy —tany)dz + (2% — zsec’y) dy =0
h) (cos 2y — 3x2y2) dm—i—(cos 2y — 2xsin 2y — 2x3y) dy=20
i) (£ —Iny)de+ <lnx - %) dy =0
7) (ac3 + e®siny + y3) d:c+(3acy2 + e¥cosy + y3) dy=0
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d —2
k) ﬁ = 1+§g sa. y(2)=-5
) dy _ 2

dr = 2y—xeTV

2.3 Ecuaciones diferenciales de primer orden
homogéneas

En esta seccion se estudiard una clase especial de ecuaciones de la forma:
M (z, y)dz + N (z, y)dy =0

En las cuales las variables no son separables en forma inmediata, pero que pue-
den convertirse en ecuaciones de variables separables por medio de un cambio de
variable. Esta clase de ecuaciones se denomina ecuaciones homogéneas.

Definicion 2.2 Una funcion f(x, y) se llama homogénea de grado n en x ey si
y solo su:

[z, Ay) = A"f (2, y)

Ejemplo 2.9 f(z, y) = 2% + 4xy + 2y* es una funcion homogénea de grado 2 en
x ey porque:

fQz, Ay) = (M)’ +4 (M) (\y) +2(My)’
= A2 4+ 4\%xy + 20%)2
= N (2 +day +2¢%) = Nf (2, y)

Ejemplo 2.10 f(z, y) = e* + tan (%) es una funcion homogénea de grado 0 por
que:

v A
[z, \y) = e + tan (_y)

— er +tan (Q) =\f (z, y)

8
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Ejemplo 2.11

a) f(x,y)=a*+sinzcosy no es una funcion homogénea porque:

fOx, Ay) = (\x)* 4 sin (Az) cos (\y)
= Ma? +5sin (Az) cos (\y) # N f (z, y)

b) f(x, y) =z + y? no es una funcién homogénea porque:

fOx, Ay) = (Ax) + (M)
= /\:E—I—/\2y

= Mz +Ay)# N f(z,9)

Teorema 2.1 Si f(z, y) es homogénea de grado cero en x ey, entonces f es una
funcion de £

Demostracion:

Sea y = vx como f(x,y) es homogénea de grado cero, entonces:

Flew) =) =2 (o= 1 (1Y) =g(Y)

T T

Teorema 2.2 Si dos funciones M(z, y) y N(z, y) son homogéneas de grado n,
entonces la funcion definida por:

f(z, y)z%

Es homogénea de grado 0.

Ejemplo 2.12
Sea M(x, y) = 2* + y* homogénea de grado 2.
Sea N(z, y) = xy homogénea de grado 2.
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— (@ +y?)
f(l’, y) - xy
_ _p? g
y
iy
y
0w (w)
FOx ) = B ™ tw)
oy
y X

2.4 Ecuacion diferencial homogénea

Definicion 2.3 Una ecuacion diferencial homogénea es cualquier ecuacion dife-
rencial de la forma M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 donde M(x, y) y N(z, y) son
funciones homogéneas del mismo grado.

2.4.1 Teorema del cambio de variable

Teorema 2.3 Si M(z, y)dx+ N(z, y)dy = 0 es E.D. homogénea, se puede trans-

formar en una E.D. separable por medio de la sustituciony = vr ov =% ox = vy

2.4.2 Procedimiento para solucionar E.D. homogéneas
Paso 1. Escribir la ecuacion en forma diferencial:

M(z, y)dz + N(z, y)dy =0

Paso 2. Comprobar que la ecuaciéon es homogénea.

Paso 3. Hacer el cambio de variable y = vx donde dy = vdx + xdv
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Paso 4. Hacer separacion de variables y hallar la soluciéon general.

Paso 5. Sustituir v en la soluciéon general para expresarla en las variables origi-
nales.

Ejemplo 2.13 Solucionar la siguiente ecuacion por separacion de variables:

4= 3zy

Paso 1. Escribir la ecuacién en forma diferencial.

dy Y- —x
dx 3y

Srydy = (
3xydy — (y2 — ZL‘2) de = 0
—(y* —2%)dx + 3aydy = 0
(2* —y*)dz + 3zy dy = 0
—— ~

M(z,y) N(z,y)
Paso 2. Comprobar que la ecuaciéon es homogénea.

M(z,y) = 2* — y?

Es funciéon homogénea de orden 2.

N(z,y) = 3zy

Es funciéon homogénea de orden 2.

La ecuacion diferencial es homogénea.
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Paso 3. Hacer cambio de variable y = vzx. Si:

Y
dy

VT
xzdv + vdx

Sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene:

(2* — v*2?) dz + 3z (vz) (zdv + vdz) = 0

(27 — v*2?) dz + 32°vdv + 32*v’dx =
(x2 + 2v2x2) dr + 3z%vdv =

2 (14 20%) dz + 2* Bazv) dv =

(1 + 2'02) dx + 3zxvdv =

= Dividiendo por z?

o o o O

Paso 4. Hacer separacion de variables.

dx . 3v
x 1+ 202
dx

x
In |z|
41n |z
4lnx

Inz*

1'4

0
/idv
1+ 202

3
1 In (1 + 21}2) + ¢
—31In (1 + 21}2) + 4e¢q
—3In (14 20%) + In|c|
In )c (1 + 21}2)73‘

c (1 + 2@2)_3

Paso 5. Sustituir v en la soluciéon general.

33'4

(142 (5)2)1
(e (2)

(22 + 2¢2)°

{L‘4 6
T

01'2

41




CAPITULO 2. METODOS PARA RESOLVER E.D.O. DE 12 ORDEN

Ejemplo 2.14 Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion por separacion
de variables:

yidr — (2:62 + 3:cy) dy =0

Paso 1. La ecuacién ya esté en forma diferencial, donde:

M (z,y) =y* N (x, y) = 22* + 3oy
Paso 2. Comprobar que la ecuacion es homogénea.
M(z,y) = y°
M Az, y) = ()’
— 22
M (z, y) es homogénea de orden 2. (A)
N(x,y) = 22°+3xy
Nz, Ay) = 2(A\x)*+3(0\x) (\y)
= 2)%2% 4+ 3Ny
22 (2:62 + 3:cy)
N (z, y) es homogénea de orden 2. (B)

Por (A) y (B) la ecuacion diferencial es homogénea.

Paso 3. Hacer cambio de variable.
Como en M (z, y) el coeficiente es mas sencillo que en N (z, y) hacemos el si-
guiente cambio de variable:

r = oy
dr = vdy+ ydv
Sustituyendo estos valores en la ecuacion diferencial se obtiene:
y* (vdy + ydv) = [2(vy)* + 3 (vy)y]dy = 0
y* (vdy + ydv) — (2@2 +3v)dy = 0 = Dividimos por 3>
vdy + ydv — (21}2 + 31}) dy = 0
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Paso 4. Hacemos separacion de variables y resolvemos.

Luego

In [y]

In [y]

Y]

1

yl v+ 1|2

Reemplazando v por

vdy + ydv — (2% + 3v)dy =
vdy + ydv — 20* — 3vdy =
(—20* — 20)dy + ydv =
—2v(v+1)dy =

dv
2v(v+1)

1/1 1
(o)
2 v+ 1

1 1 1
5(/—dv—/v+1dv)
1

1n|v|——ln|v+1|+1n|c|

ln|’u\2 +1Injv+ 1| 3 +1In|c|
0|7 % o+ 172 x ||
| [o]2

g se obtiene:

1

X X %

Y| —+1 = |||~
Y

1

Ix+y\2 2|2

|y] = || —=
ly|? ly|>

1

yllz+ylz = ||z
V0r+yl = &

Como:

lz +y|=

t@+y) o

—ydv

= Exponenciando

= Elevando al cuadrado

=+
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Entonces:

v (r+y) = (o)
v’ (xr+y) = kr dondek = c?

Ejemplo 2.15 Resolver por separacion de variables.

dy y-—=

de y+zx

Paso 1. Escribir la ecuacién en forma diferencial.

(y+z)dy = (y—x)dx

(y—ax)de —(y+x)dy = 0

(y—z)de+ (—y—x)dy = 0
Entonces

M(z,y)=y—x  N(rv,y)=-y—x
Paso 2.

M Az, Ay) = (A\y) — (Az)
= Ay —2)

M (z, y) es homogénea de orden 1.

N Az, Ay) = (=Ay) — (M)
= AM-y—72)

N (z, y) es homogénea de orden 1.

La ecuacion diferencial es homogénea.
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2.4. ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA

Paso 3. Hacer cambio de variable.

v =

y =
dy = xdv+vdx

8
GRIQQ

Reemplazamos estos valores en la forma diferencial:

(zv — z)dr + (—zv — ) (vdv + vdx) =
zvdr — zdx — *vdv — 22dv — 2v’de — zvde =
(—a: — :1:112) dx — (xzv + :cz) dv =
—z (14+v%)dz = 2*(v+1)dv
—(1+v¥)dz = z(v+1)dv

o O O

Paso 4. Separar variables y resolver.

—(1+vY)dz = z(v+1)dv

dx v+1
-—— = dv
x 1+ v?
dx v 1
_ = - d d
x /1—}—1}2 U+/1+v2v
1
—Injz| = §ln(1+vz)+tan’lv+c

Paso 5. Sustituir v = % en esta solucion.

1 2
—Inl|z| = 51n(1+y—2>+tanl<g>+c
x x
1 2 2
—Inl|z| = éln(x —zy>—|—tan_1<g>—l—c
x x
1 o 11 2 2 11 2 —1 Yy
—In|z| = én(x —|—y)—§ n (z?) 4 tan ~) e
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CAPITULO 2. METODOS PARA RESOLVER E.D.O. DE 12 ORDEN

Aplicamos la siguiente identidad

—In|z| = %ln (z* +y?)

1 Y
S (22 4+ 02) +t 71(_) _
50 (¢ +y?) + tan”" (= c

Inz? = 21In |z|:

2

(Solucion general)

Ejemplo 2.16 Conwvertir en separable y resolver:

y = (x—y+2)°

Solucion
Sea

U
du
dx
y/
o
u?—1
%
dx
/ du
1 —u?
1 14w

—In
2 1—wu
11n1+(:1:—y+2)
2 1—-(x—y+2)
r—y+3

In

y—ax—1
In Z=y+3
e y—xz—1
rT—y+3
y—x—1

T —+c

2x + 2¢

2x+2c

CeQJ}
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2.4. ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA

Ejercicios 2.2

1. Comprobar si las siguientes ecuaciones son homogéneas y resolverlas (Efec-
tuar el cambio de variable que se indica para cada una de ellas cuando sea

necesario)
a) wzy?— (23 +y¥)dr =0 Sea v = 4
b)  ady —ydr = /2% + y?dz Sea v = £
c) :c+y§—g:2y Sea v = ¥
d
d) 333'2% =22 + y2 Sea v = %
¢) ety Z=y-—22 Sea v = £
223 —3
f) 3_32/: - g((2m3—§/y3>) Sea v = %
g) (2% +2y%) dx = zydy Sea v =¥
h) (zv—2y)de+ (2x+y)dy=0 Sea v = £
i) wydr — (2> +2y*)dy =0 Sea v = £
j) xcos(%)d—z:ycos(%)—x Sea v =¥
k) (y—i—Qef)da:jLQe%(l—%)dy:O Sea v = ¥
) (y—ay?)de — (x4 2*y)dy =0 Sea v = xy

m) (1—azy+a*y?)de+ (2*y—a2*)dy=0 Seav=ay o y="2

x
2 Y
n) y =—"~ Sea v = &

y2+y26(%)2
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CAPITULO 2. METODOS PARA RESOLVER E.D.O. DE 12 ORDEN

o) y =sin’(z—y+1) Seau=x—y+1
p) (y+zy*)dr + (z — 2%y)dy = 0 Sea ry = v
qQ) e—y(%+1):x3xog—g+1:xe”y Seau=u1x+7y
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3 Factor de integracion

3.1 ;iQué es un factor de integraciéon?

Definicién 3.1 Un factor de integracion I(x, y) es un factor que al multiplicar
la E.D.O. la transforma y permite que se pueda resolver por integracion directa o
la convierte en E.D.QO. exacta.

Por lo general se presenta que una E.D.O.
M (z,y)dx+ N (z, y)dy =0 (3.1)

No es exacta, pero se puede convertir en exacta al multiplicarla por un factor
I(z, y)

Definiciéon 3.2 Una funcion I(x,y) es un factor de integracion para M (x, y) dz+
N (z, y)dy =0 si:

I(x, y)[M(x, y)dx + N(z, y)dy] = 0 FEs exacta (3.2)
Ejemplo 3.1
y dr—xzdy =20
M N
No es exacta, porque:
‘OM ON oM | ON
T SR s ST
dy ox dy ox
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

St multiplicamos la ecuacion inicial por _?12 obtenemos:

1
= (ydr —xdy) = 0
— 1
_2y dr+ — dy = 0
x x
< =~
M N
FEs exacta porque:
oM 1 ON 1
oy a2 Y er T a2
Entonces: El factor de integracion es I(x, y) = _?12

3.2 jCoémo determinar un factor de integracién?

Si M(x,y) y N(z, y) cumplen ciertas condiciones, los factores de integracion se
determinan mediante las siguientes reglas:

Regla 1
Si

Lo _ovy _
N \ Oy or )~ IV

Donde ¢(z) es una funciéon de variable x tinicamente.
= I(z,y) = el

Ejemplo 3.2 Resolver:
y =2xy —x

Solucion

Escribamos la ecuacién en forma diferencial.
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

/

y = 2zy—=x
dy

= Qpy —
. Yy —

dy = (2zy—x)dx
(2zy —x)dr —dy = 0
(—2zy+a)de+dy = 0

Donde:
M(z,y)=—-2zy+z  N(z,y)=1

%(aﬁ—]\y/[_a@—];]> :%((—Zx)—O):—Qﬁzf(x)

El factor de integracion es:

2

](l’, y) — ef—2xdx — 7
Multiplicamos la forma diferencial por el factor de integracion.
e [(~2zy 4+ x)dez+dy] = 0
(—Qxye_xQ + xe‘xQ) dx + e_”CQdy =0
Donde:
_ 2 _ 2 _ 2
M (z,y) = —2zye ™ +xe™ N(z,y)=¢€¢"

8_M _ —z? 8_N — _9pe
dy or  °

—2ze
La E.D. es exacta y se resuelve por el método de las exactas (Pag. 30)
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

La solucion general es:

Regla 2

> 1 (OM ON
== ) o
M ( Jdy  Ox ) )

Donde h(y) es una funcion de variable y tnicamente.

:> [ (x’ y) —_— efh(y)dy

Ejemplo 3.3 Resolver:
yidx + xydy = 0

Solucion

La ecuacion ya esté en forma diferencial, donde:
M(xz,y)=y> Nz, y)=uay

Entonces:
1 fOM ON 1 1
M<ay 8x> yQ(y Y) ; (y)
El factor de integracion es:
- 1
(o y)=e 1o — v = L
Y

Multiplicamos la forma diferencial por el factor de integracion:

1
— [y2d:p + :Eydy] =0
Y

ydr +xdy = 0
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

Donde:

M(z,y)=y N(z,y)==

oM ON
— =1 —=1
dy ox
La E.D. es exacta y se resuelve por el método de las exactas (Pag. 30)y se obtiene:
c
y=-
x

Regla 3

Si la E.D. se puede escribir en forma diferencial donde:

M(z,y) =yf(zy) vy N(z,y)=xg(zy)

Entonces: 1

aM (z,y) —yN (z, y)

= I(r,y)=

Ejemplo 3.4 Resolver:

(2xy2 + y) dzr + (x + 222y — x4y3) dy =20
Solucién
La ecuacion se puede reescribir para que tome la forma:

yf (zy)de + xg (xy)dy = 0

O sea que:

(2xy2 + y) dr + (x + 222y — x4y3) dy =20
Se escribe como:

y(2:py+1)dx+x(1+2xy—x3y3)dy:O
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

Donde:

M(z,y) =y(zy+1) osea M(z,y)=yf(ry)

N(z,y) ==z (1 + 2xy — x3y3) osea N(z,y)=xzg(xy)

Entonces

1
I —
1
I —
U T G D) -y 2y )
I(z,y) = Es el factor de integracion.

3343/4

Multiplicamos la forma diferencial por este factor de integracion.

iy [(2xy2 + y) dr + (x + 2%y — x4y3) dy] =0

° + ! dx + ! + 2 ! d 0
a _— = =
l'3y2 l'4y3 g A x3y4 x2y3 Yy g Y

N

-~ -~

M (z,y) N(z,y)

Entonces

oM -4 3
8y o xsys x4y4
ON -3 4
89 o x4y4 x3y3

La E.D. 3.3 es exacta.

(3.3)

Para solucionar la ecuacion (3.3) debemos hallar una funcion f(z,y) = c tal que:
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

of of
R — V' - =
ox Y dy
Si
of
— =M
Ox
of 2 n 1
or x3y? a3

Integrando con respecto a x se tiene que:

2 1
f(xa y) - /.I'Bdex—l—/llZAygdx

af 2 1 ,
— ==+ —— 3.4
o= s s + <) (3.4)
Como también:
of 1 2 1
Y =N=—— 4+ = 3.5
9z P Ry (3.5)
Igualando (9.6) con (9.7) obtenemos:

p ) 1 2 1
- C — - —_ —
223 | iyl Yy Byt sy
1
dy) = —-
Y
1
cly) = —/—dy
(¥) ;
cy) = —Iny+a
c(y) =-—lny+a (3.6)
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

Reemplazamos (9.8) en f(x,y) o sea:

fz,y) = —%@P—#gyg—lny—i-cl
lny = SR +
12y 3x3y3
ey — e—(3xy+1)/(3a:3y3) % €1
y = Cef(3xy+1)/(313y3)

Regla 4

Si la E.D. es homogénea y (zM(x, y) +yN(z, y)) # 0

1

= I(z,y)= oM (z, y) + yN (z, y)

Es el factor de integracion.
Ejemplo 3.5 Resolver:

yidr + (ZL‘2 —xy — y2) dy =20
Solucién

M(z,y) = y =
M Az, Ny) = N

N(z,y) = 2*—zy—y
Nz, \y) = (Az)’ = (z) (Ay) — (\y)?
— )2 (l,Q _xy_yQ)

Entonces la ecuacion es homogénea, ademas
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

aM (z, y)+yN (z,y) = z () +y(a® —ay—y°)

= xy2 + yx2 — xy2 — y3

= (y2*—vy’) #0=

=) = z(y?) +y @ —zy —y?)

Multiplicamos la E.D. por I(z, y) y se transforma en:

= d
AT

x? — xy —y?

dy = 0
Se puede verificar que esta ecuacién es exacta.

Para solucionarla debemos hallar una funcion f(z,y) = ¢ tal que:

of of
L m N
ox Y Jy
Si
of
9 M =
of _ Y
ox x? —y?

Integrando:  f(z, y) = [ Iﬂyg dx:
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

1 1 1
= — — d
fz, y) 2/<x_y x+y) x
1 [ 1 1 [ 1
= - do — d
2/9€—y3j 2/96+yx

N = DN =

In (i . z) +e(y)

Derivamos esta ultima expresion con respecto a y.

ln(x—y)—%ln(af—i-y)ch(y)

= ) (3.7
Como :
of _ :xz—xy—y2 (3.8)
Ay y (2% —y?) ‘
Igualando (9.9) y (9.10).
x 22—y —y?
T2 _ y? +d(y) = y (a2 % y;;
O e
y(®—y?)  ? =y
) = L,
y(@*—y?)  y(@®—y?)
Ay = x? —y22 xy2+ xy
1 y(2® —y?)
/
dly) = ;
cly) = Iny+a

Reemplazando ¢(y) en f(z, y) se obtiene:
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

1
1 T—y
—In| —— 1 = —
e (252) s =
rT—Y
1 21 = —
(2 =
In u)—I—lny2 = c
r+vy
x

m |

—y) yQ] — .
r+y

lGEW] = e

x—yyz
r+vy

(z—y)y* = k(z+y)

= Lk donde k =¢°

In <:E—y> +Iny+¢

Regla 5
a) Si
1L (oM ON\ k oM ON Nk b= ot
N \ Oy or ) "z ° oy Ox x -
= [(r)=2a"
b) Si
1 (OM ON k oM  ON ME b — ot
— | =— _— = = cte
M \ 0y Ox Y Ay Ox Y
= I(y)=y"

Ejemplo 3.6 Resolver:

zdy + 3y —e®)dx =0
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

Aqui:

M(z,y)=3y—e" Nz, y)=x
Aplicando 5a):

1 fOM ON 1 2
— (-2 )==38-1)=2 k=2
N (8y 890) x(s ) x

El factor de integracion es I(z) = x*

Multiplicamos la ecuacion inicial por 2

2? (zdy + 3y —€")dx) = 0
dy + 32%ydr = 2*e“dx

/:c3dy+3/x2ydx = /xzexdx

Py+ a2ty = /xzexdx +c

203y = x?e” — 2/$2_1e$d:p +c

2%y — 2%e® = -2 / xetdxr + ¢
203y — 2%e® = —2 (:pex — /x1_16$dx) +c
203y — 2%e® = —2xe” +2e% + ¢

Nota: Se usé la siguiente féormula:
/a:”exdx =zx"e" — n/x"lezdx

Ejemplo 3.7 Resolver:

(2zy'e? + 22y® +y) dz + (2%y'e? — 2*y® — 3z) dy = 0
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

Solucién
oM
S0 8xyieY + 2xyteY + 6xy® + 1
Y
ON
— = 2yt —22y* -3
Ox
La ecuacion no es exacta.
oM ON 1 fOM ON 4
——— =8PV 8y 4 = — [ —— ) =—
oy Ox eyt M(@y 83:) Y
41
=1(y)=y "= E

Multiplicamos la ecuacién inicial por
Yy
1
y*
1 2
<2:cey N —3) dx + (xzey - x_2 — 3%
y oy Y )

Se puede verificar que esta ecuacion es exacta.

[(2xy4ey + 293 + y) dx + (:E2y4ey T 31‘) dy}

)

Se resuelve por el método de las ecuaciones exactas y se obtiene la siguiente

solucidn: )
T T
eV + = + — =c
Y Y

Ejemplo 3.8 Resolver:
Yy (x2y2 + 2) dr +x (2 — 23:23/2) dy =0
Solucién

Obsérvese que la ecuacion es de la forma:

yf (wvy) +xg(vy) =0
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

Donde:
f(zy) = 2y +2

g(zy) =2 —22%y°

Entonces se puede aplicar la regla 3 (pag. 53)

M(z,y) =y (@**+2), Nz, y) =2z (2- 2%
1 B 1 1 N
aM —yN  x(y(2?y? +2)) —y(x (2 - 22%2)  33y°
1
= I(z,y) = 3288

Multiplicamos la ecuacion inicial por I(zx, y)

1
s [0+ 2) o 2= 2 @) = 0
2%y% + 2 2 — 2x%y?
x dy = 0
303y2 3w3y?
Se puede comprobar que esta ecuacion es exacta.
La solucién es:
1 | 1 2 | |
g H{L'—gx—2y2—§ ny =mc
O sea:
5 L.
xr = cy‘ev’?
Regla 6

Examinar la E.D para determinar si en ella hay un grupo de términos que pro-
vengan de una derivacion exacta.

Ejemplo 3.9 Hallar el factor de integracion para que la siguiente ecuacion se
convierta en exacta.
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3.2. ;COMO DETERMINAR UN FACTOR DE INTEGRACION?

1)
ydr — xdy =0 (3.9)
Obsérvese que esta ecuacion es una parte de:

J (g) _xdy —ydr  ydr —xdy

T 2 2

: (ydz — xdy) (3.10)

a2
Esto sugiere que para que la ecuacion (9.11) se convierta en una derivada exacta
d (y), solo le falta multiplicarla por —x—12 o sea que el factor de integracion es:

1
I(z,y) =

a2
Por lo tanto integrando a (9.12) se obtiene:

A W y_ _
/d<x>_/ x2(yda: xdy) = ~=c = y=cx

2) (2%y — z) dy + ydz = 0, reorganizamos la ecuaciéon para buscar un grupo de
términos que provengan de una derivada exacta.

(ny — x) dy+ydr =0 < 2*ydy — (zdy —ydr) =0 (3.11)

Los términos entre paréntesis provienen de la derivada:
Y xdy — ydz
i(2) -
x x
Esto sugiere que la ecuacion (9.13) se debe multiplicar por 9%2 para obtener una

derivada exacta.
1

ﬁ[xzydy—(xdy—ydx)] =0
dy — yd
ydy_w B
A
viy=d(3) =0
A
/ydy‘/d(;> =0
vy
=~ —-= = c
2 T
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

El factor de integracion fue: I = I%

Estos dos ejemplos nos indican que se debe buscar en la E.D. un grupo de térmi-
nos que aparezcan en alguna derivada exacta y multiplicar la E.D. por la parte

que le falte para ser igual a la derivada exacta y luego integrar.

La siguiente tabla muestra en la 12 columna qué grupo de términos debemos bus-
car en la E.D. y en la 2% se muéstra el factor de integracion, es decir, por lo que

debemos multiplicar la E.D. para que en ella aparezca una derivada exacta.

Grupo de
términos en la
E.D

1) ydr — zdy
2) ydr — xdy
3) ydxr — xdy
4) ydr — xdy
5) ydr+ xdy
6) ydr+ zdy
7) ydy+ xdx
8) wydy+ xdx

Factor de
integracién
_ 1

332

1

y?

__1

(zy)

1

(x2+y?)

_1

(zy)

(xi)n n>1
_ 1
(x2+y?)

@ 11

Derivada exacta

yda:—Qxdy —d <£)
Y Yy

zdy—ydz _ 4 (lnﬂ
Ty x

% =d (arctan%
detady
e, =d(In(zy))

ydr+xdy __ -1
G~ ¢ [<n—1><xy>"*1]

M (1l 7))

ydy+xdr
(z2+y2)"

-1
d [2(11*1)(:v2+312)"’1
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3.3. EJEMPLOS VARIOS

9) aydz + bxdy a1yt 7 1y (aydx + brdy) =
d (x“yb), a, b constantes

10) dy + yP(x)dx e P(@)dz d (ef Playds) = el P@dz gy o
yel P@dzq ([ P(x)dx)

— el P(z)dz (dy + P(x)dx)

3.3 Ejemplos varios

Ejemplo 3.10 Resolver:
dydx + xdy = xydx

Solucion

Aplicando la linea 9 de la tabla con a = 4, b = 1, debemos multiplicar la ecuacién
por el siguiente factor de integracion:

I(z,y) = a"'y""
3,1-1

2® dyde + xdy] = 2° [zy’dz]
ddydr + 2ldy = x'yidx
d (x4y) = 2M%dx

/ d(a*y) = / P de

X
o'y = —y*+ec
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

Ejemplo 3.11 Resolver:

xdx + ydy + 4y° (ZL‘2 + y2) dy =20
Solucién
Obsérvese que en la E.D. aparece xdx + ydy, entonces se puede pensar en usar
los factores de integracion de las lineas (7) y (8) de la tabla, pero como también

aparece el término (z? + y?), debemos usar el factor de la linea 7 de la tabla,
entonces:

1) = Gy

Multiplicando la E.D. por I(z, y) obtenemos:

Integrando:

% In (x2 + y2) +y! = Ing

In (x2 + yQ)% +y* = Ing
(2% +y?) L — e
eln(z2+y2)% vt = e
(2 +y*)2e’ = ¢

Ejemplo 3.12 Resolver:
(:1: + 2t + 2277 + y4) dr +ydy =0
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3.3. EJEMPLOS VARIOS

Solucion

Como en la ecuacién no aparece ningin grupo de términos parecidos a los de la
1% columna de la tabla, reorganizamos la E.D.

rdx + 2tdx + 20*yPde + y*de +ydy = 0
xdr + ydy + (:c4 + 22%y% + y4) de = 0
xdx + ydy + (x2 + y2)2 de = 0

Aplicamos la fila 8 de la tabla:

[<x7y>:72

Multiplicamos la E.D. por I(z, y)

Ejercicios 3.1

1. Para las siguientes ecuaciones halle el factor de integraciéon y resuélvalas.
Indique claramente qué regla o método aplicoé para hallar el factor de inte-
gracion.

a) (y+1)de —xdy =0
b) yde + (1 —z)dy =0
¢) (#*+y+y?)dr —xdy =0
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CAPITULO 3. FACTOR DE INTEGRACION

d) (23 +y)dr — xdy =0
e) (y+cosz)dr+ (x+ay+sinz)dy =0
f) (@y? —y)de + (a*y + ) dy = 0
g9) (x—y+1)de —dy=0

h) zdy — ydx + (y*> — 1) dy =0
i) (:cy +1)dx + 2?y*dy = 0
j) x 2da:+(:cy+y—|—3)dy—0
k) x?dz — (x*y? + 3y*) dy = 0

)

I (:cy + 2%y* + 3) dx + 2?ydy = 0
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4 Ecuaciones diferenciales lineales

Definicion 4.1 Una ecuacion diferencial ordinaria es lineal si es de la forma:

dn
an (&) T2 + a1 ()

dn—ly
dl‘nfl

d? d
—f‘+(12(l‘)d—xz+a(l‘)£+a0(x)y:g($)

Donde:

a) La variable dependiente y todas sus derivadas tienen exponente 1.

b) Los coeficientes a, (z), an_1(x),..., a1 (x), ao(z) y el término indepen-
diente g(x) dependen solo de la variable independiente x o son constantes.

Nota: Si una E.D.O. no cumple con ambas condiciones anteriores, se le llama
E.D.O. no lineal.

Definicién 4.2 Una E.D.O. lineal que no tiene término independiente g(x) se
llama E.D.QO. lineal homogénea.

Ejemplo 4.1

“dx? . dx? dx

Es una E.D.O. lineal de orden 3, no homogénea.
Aqui los coeficientes son variables:

az (r) = 2°, ay (x) = 22, ay (v) = =5, ag (v) = —x

El término independiente es g(x) = sinx

69
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Ejemplo 4.2
Py L dy
— —3-=+2y=0
dx? dx tey

Es una E.D.O. lineal homogénea de orden 2, de coeficientes constantes.

Ejemplo 4.3

d
el + 2xy = 4x
dx

Es una E.D.O. lineal no homogénea de orden 1, de coeficientes variables.

4.1 E.D.O. lineal no homogénea de 1 orden

La ecuacién:

dy

LAP@y=q) (1)

Donde la derivada % y la variable dependiente y son lineales, se llama E.D.O.
lineal de primer orden.

La ecuacion (9.14) se llama la forma estandar o canénica de la E.D.O. lineal de
primer orden.

Ejemplo 4.4 a)

— + 32y =cosx

dx

Es lineal de primer orden.

b)
dy

2 4 3xy* = cosx
dx

Es de primer orden pero no lineal.
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4.2. FACTOR DE INTEGRACION PARA UNA E.D.O. LINEAL DE PRIMER ORDEN

4.2 Factor de integracién para una E.D.O. lineal
de Primer orden

Obsérvese cuidadosamente el siguiente desarrollo:

Y [ p(a)do
dx

~ d
_ Jp@dz (9Y
€ < i yp(w))

)
) 1)
)
)

+ yp(x)el PO

_ efp(x)darq (z)

_(yefp(m)dx — g(z)e/P@

yel vo)te / g (z) el P

Fale)el 0 +
el p(z)dz

Soluciéon general.

El factor de integracion es I(x) = e/ P(®)d

4.3 Procedimiento para resolver E.D.O. lineal no
homogéneas de primer orden

1) Escribir la ecuacion en forma candnica.
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CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

2) Calcular el factor de integracion:

I(z) = o) p@)dz

3) Multiplicar la E.D. por I(z) para obtener:

d
o L(@)y) = I(2)q (z)
i = @ [ p(z)dz _
—llz.y)y] = — ( .y) -
= d <€fp($)dx> y_|_ dyefp(x)dar

I(z)
p(l,)efp(a:)dxy + y/.efp(x)dx
el @ [y 4 p(2)y] = I [y + pla)y]

4) Integrar a ambos lados con respecto a x para obtener:
I(x)y = /I(az)q (x)dx+c

5) Despejar y para obtener la solucién general.

Ejemplo 4.5 Resolver:

d
x—y:y+x3+3x2—2x
dx

Paso 1. Escribimos la ecuacion en forma canonica.
d 1
—y——y:x2+3x—2
dr =

Donde:
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4.3. PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER E.D.O. LINEAL NO HOMOGENEAS DE PRIMER
ORDEN

Paso 2. Calculamos el factor de integracion.

](l’) _ efp(z)d:v _ effid:v _ efln:v o

SHE

Paso 3. Multiplicamos la E.D. en forma candnica por I(x), esto es equivalente a
hacer:

L@y =1

— (I (x)y)=1(z)q(x

dr Y q
O sea que:

d (1 1,

— |-y ) =- 3r — 2

dz <xy> x (# + 32 —2)
Paso 4. Integrar con respecto a x.

[a() -

l(x2+3x—2)dac

/x
1 1
—y = /—(a:2+3x—2)dx
x x
1 1,
—y = —x"+3r—2lnx+c
T 2
1
y = §x3+3x2—2xlnx+xc

Ejemplo 4.6 Resolver:

d
d_y — 2y cot (2z) = 1 — 2z cot (2z) — 2 csc (2x)
x

Paso 1. La forma canonica es:

;l—y + (—2cot (2z))y = 1 — 2z cot (2x) — 2 csc (27)
T

Paso 2. El factor de integracion es:
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I(x) = el pl@)dz
ef —2cot(2z)dx

e In(sin(2z))

1
6_ hl( csc(2x) )
—In 1+In(csc(2x))

eOeln(csc(Qz))

= csc(27)

Paso 3. Hacemos = (I (z) y) = I(z)q(x) o sea:

% (y csc (2z)) = csc (2x) (1 — 2z cot (2x) — 2 csc (27))

Paso 4. Integrando respecto a x.

yesc (2x) = / (esc (2z) — 2z cot (2z) esc (2z) — 2 esc” (22)) da

yesc (2r) = /CSC (27) dx—Q/xcot (27) csc (2x) d:p—2/csc (2z)d

yesc (2x) = wesc(2x) 4 cot (2x) 4+ ¢
x csc (2z) 4 cot (2x) + ¢
csc (2x)

y:

Nota:
/CSC (x)dx = In|esc (x) — cot (x)| + ¢

/ csc? (z) dr = —cot (x) + ¢

/x cot (2z) csc (2x) dx = i:p tan (z) — ix cot (x)+ i In (2sin (z)) — i In (2 cos (7))
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4.4. E.D.O. LINEAL DE LA FORMA 2% + G (Y) X = H (Y) (CANONICA)

Ejemplo 4.7 Resolver:

dy 1
_— —y = 3 SN2
o T oy=3 (forma candnica)

1) La ecuacion es lineal no homogénea de primer orden, donde:
1
plr)=— qz)=3z
x
2) El factor de integracion es:
I(z) = el PO — ol 2w _ o _

3) Hacemos - (I (z)y) = I(z)q(x) o sea:

% (zy) = z (3z) = 327

4) Integrando con respecto a x.

[Ln = [ata

Ty = +e

Yy = 22 +cx’1

4.4 E.D.O. lineal de la forma g—”’;—FG(y)Sc = H (y)

(candnica)

La solucién se obtiene en forma similar a las ecuaciones anteriores y se llega a que
la solucién es de la forma:

el GOy _ / e GO T () dy +

O sea que el factor integracion es e/ G
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CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Ejemplo 4.8 Resolver:

d
o _ 26y2y + 2y
dy

Paso 1. Escribir la ecuacion en forma candnica.

d d
d_z — 2y = 26y2y — d_jj + (—2y)z = 26y2y

Donde:

Gy)=-2y H(y) =2y

Paso 2. Calcular el factor de integracion.
I(y) = o Gy _ o[ —2ydy _ —v?

Paso 3. Hacemos diy (I(y)x)=1(y)H(y) o sea:

d
dy

Paso 4. Integrando respecto a y.

ey = /dey

2
eV = y’+c

<6_92:p) = e_y226y2y

Ejemplo 4.9 Resolver:

ylnyde+ (z —lny)dy =0

Podemos considerar que la variable x es la variable dependiente, y la variable
independiente, por lo tanto la ecuacion se puede escribir en la siguiente forma:

dx n 1

JR— xr = —

dy —ylny y
Paso 1. La ecuacion ya estd en forma candnica.
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4.5. ECUACION DE BERNOULLI (JACQUES - 1695)

1
G (y) =
(y) Jny ;

Paso 2. Calcular el factor de integracion:

[(y) = el O = of 5igdy — inny) — 1y 4

Paso 3. Hacemos diy (I (y)x)=1(y)H(y) o sea:

Paso 4. Integrando respecto a y.

1
rlny = /%dy
Y

1
xlny = iln y+ec
11 L c
r = =In —
g Y Iny
r = —lny+k

4.5 Ecuacion de Bernoulli (Jacques - 1695)

La ecuacion creada por Jacques Bernoulli en 1695 es una ecuaciéon de la forma:

dy "

o TP @)y=Q @)y (4.2)
Obsérvese que es muy parecida a una E.D. lineal, pero no lo es por la presencia del
término y", pero se puede convertir en una E.D. lineal mediante una sustitucion

o cambio de variable apropiado.

La ecuacion (9.15) de Bernoulli se puede expresar como:

Ldy Py _Qy"

yn dx y" yn
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Ly P () = Q) (4.3

Paran =0y n =1 la ecuacion (9.15) es lineal y su soluciéon es inmediata.
En 1696 Leibniz demostré que el cambio de variable z = y~"*! la reducia a una
E.D. lineal.

Siz = y—n—f—l — yl—n

dz _n,dy
dz .
= (-nyy (44)

Si multiplicamos la ecuacion (9.15) por (1 — n)y~" obtenemos:

Ay P 1y Py = (- ny Q) y"

dx
_.dy —n+1 _
(1—n)y %+(1—n)yz+ P(x) = (1-n)Q ()
dz
—+(1=n)2P(@)=(1-n)Q) o

d+(1=n)P(a)z=(1-n)Q ()

Que es una ecuacion diferencial lineal en forma canénica la cual se puede resolver
por el método de la seccién anterior.

Ejemplo 4.10 Resolver:
y =y —ay’
Paso 1. Escribamos la ecuacion en forma candnica de Bernoulli.

Y —ay = —ay’
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4.5. ECUACION DE BERNOULLI (JACQUES - 1695)

Donde:

P(z)=—x Qzr)=-—z, n=2

Paso 2. Multiplicamos la ecuacion anterior por: (1 —n)y™" o sea por (1 —2)y=2 =

_y_2

—y 2y — (—y ) ay=—(—y ) ay

_y_2y, + l‘y__l = (45)
Paso 3. Hacer el cambio de variable z = y'™ = y'=2 = y=1 y reemplazar en la
ecuacion anterior (9.18)
Observe que:
dz dy
/ _ 1 —2 — -2,/
T Y a gy

La ecuacion (9.18) se transforma en:

dtrz=ux (4.6)

Que es lineal donde:

ple)=z qz)=uz
Paso 4. Hallar el factor de integracion para (9.19)

( ) x)dz :efzdz:eé

Paso 5. Hacemos = (I (z) z) =

’\4
\_/
/‘\
\_/

d a2 2?
d—(e2z)—e2az

Paso 6. Integramos respecto a x.
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CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

1

Paso 7. Sustituimos z =y~ en la solucion anterior.

2 2

-1 z= zZ
Yy ez = e2 +¢
12

e 2

Yy = 22
e2 +c¢

Ejemplo 4.11 Resolver la siguiente ecuacion de Bernoulli.

oy +y=y’lnz

Paso 1. Escribamos la ecuacion en forma canonica.

Donde p(z) = L, Q(z) = IHT:”, n=2

xT

Paso 2. Multiplicamos La ecuacion por: (1 —n)y™" = (1 —2)y 2 = —y~2

oy 1 o olnx
—y Y+ (v —y =y Ty
x x
_ 1 Inz
x x
Paso 3. Hacer cambio de variable z = y'™ = y'=2 = y=1, reemplazar en la
ecuacion (4.7)
dz dy
e VT - a— Y
: dx Y dx Y
La ecuacion (4.7) se transforma en:
1 1
Y= (4.8)
x x
Que es lineal donde:
1 Inx
p(x)——; Q(x)——j

Paso 4. Calcular el factor de integracion para (4.8)
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4.5. ECUACION DE BERNOULLI (JACQUES - 1695)

d <1 ) 1 (—lnx)
N —Z —
der \ x T T

Paso 6. Integrar con respecto a x.

Inz

T, o= | =24
xz 2 v

1 ( lnx+1)

—Zz — _ _ +C
x x

z = lnx+1+cx

Paso 7. Sustituir z = y=1

= Ilnz+4+cx+1

1
Inz +cx+1

e KL+

Ejemplo 4.12 Resolver la siguiente ecuacion de Bernoulli.

vy +y— 2ty =0

Paso 1. Escribir la ecuacion en forma candnica.

vy +y = 2ty

1

y+-y = 2%
X

Donde:
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Paso 2. Multiplicar la ecuacion anterior por (1 —n)y™™ o sea por (1 —3)y™> =
—2y‘3

1
—2y? (y' i Ey) — 9y (:c3y3)

2 3

2y %y — Syt = 2 (4.9)
x
Paso 3. Hacer el cambio de variable z = y'™™ = y'=3 = y=2 y reemplazar en la
ecuacion (9.22)
Ademds: J
/ ? -3,
= — = —2
z dx Yy
La ecuacion (9.22) se transforma en:
2 3
z2——z=—-2x (4.10)
x
Que es lineal, donde:
2

p(x) = T q(x) = —22°
Paso 4. Hallar el factor de integracion para (4.10)

[(.I') _ efp(:v)dz _ ef*%dz _ 672lnx
Paso 5. Hacer <L (I (z) z) = I(z)q(z):

d 1 1

Paso 6. Integrando respecto a x.

1
—z = /—Qxd:c
T

= = —2*+ec

2z = —at 4’
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4.5. ECUACION DE BERNOULLI (JACQUES - 1695)

Paso 7. Sustituir z = y~2en la ecuacion anterior.

— = —x4+ca:2

+1

cx? — xt
Ejercicios 4.1

1. Resolver las siguientes E.D.O. lineales

a) ¥y + y:ex

b) ydz = (22 + y'dy)

o)y +L=2a°

d) y —2y=¢€"

e) (x*+2y)dr — xdy =0

1

)

)

)

)

)

f) ¥y —ycot (x) = 5sin (2z)

9) Qay' +y)Vitr=1+2z

h)

i)y = ay+ bsin (x)

J) cos (y) dx = (wsin (y) + tan (y)) dy
)
)

k) z(1—2*)y —y+ar®>=0 (ayuda: usar fracciones parciales)

vy —2y=2%+ux

D (y*—1D)de =y (z+y)dy

2. Resolver las siguientes ecuaciones de Bernoulli

a) Y =2+ 5@ +2)y' =0
b) vy +y=y*Inx
¢) Y + % =2uxy3
d) z7'dz = (zsin(y) — 1) dy
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e) 2yy’ + y*cot (z) = csc (z)
Hy—y=ay

9) Y +2zy +ay' =0

h) y' + 3y =5 (1-22)y"

i) ¥ + vy =1y*(cos (x) — sin (z))

7) zdy —{y+zy}(1+Inz)}dr=0
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5 Aplicaciones de E.D.O. de
primer orden

5.1 Circuitos simples en serie

5.1.1 Simbolos y convenciones

‘ ‘ Unidad de medida ‘

Vo E: Voltaje, Potencia, fem. Voltio
R: Resistencia Ohmio
L: Inductancia (Inductor) Henrio
C': Capacitancia (Capacitor, Condensador) Faradio
I: Corriente Amperio
Q: Carga eléctrica Culombio

5.1.2 Caidas de voltaje

Cuando una corriente I circula por un circuito sufre una variacién o caida de
potencia o caida de voltaje en cada uno de los dispositivos que forman el circuito.

En una resistencia la caida de voltaje es: AV = RI
En el inductor la caida de voltaje es: AV = L%
En el condensador la caida de voltaje es: AV = %

85




CAPITULO 5. APLICACIONES DE E.D.O. DE PRIMER ORDEN

Ademés se considera que I = %

5.1.3 Ley de Kirchhoff para voltajes

“En un circuito cerrado el voltaje (E) es igual a la suma de las caidas de voltaje”

Esta ley se puede observar en los siguientes circuitos elementales.

5.1.4 Circuitos elementales

a) Circuito RL figura (5.1)

R

AN ——
5()
ST

Figura 5.1: Circuito RL

dr
1Y RI—E
prial

E.D. que permite calcular I cuando L, Ry E son conocidas.

b) Circuito RC figura (5.2)

Q dQ  Q
I+—==F — 4+ ==F
RI + c = R 7 + C
E.D. que permite calcular la carga () en el condensador cuando se conoce R, C,

E.
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Figura 5.2: Circuito RC
R

£ e

Figura 5.3: Circuito RLC

¢) Circuito RLC figura (5.3)

dl Q d*Q aQ Q
YR Y Y9 R Qg
a TR G = L PRyt G

E.D. de 2 orden que permite calcular la carga () cuando se conoce L, R, C | E.

Ejemplo 5.1 Un circuito RL tiene una fem (E) de 5 voltios, una resistencia de
50 ohmios, una inductancia de 1 henrio y no tiene corriente inicial.

Hallar la corriente (1) en el circuito para un instante t.

E=5wvol, R=508Q , L =1 hen, usando la ecuacion de Kirchhoff L% +RI=F
se obtiene:

dl
LY s0r=5
a T
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Que es una ecuacion lineal no homogénea de primer orden.

1) Hallar el factor de integracion. En la ecuacion p (t) = 50

I(t) — efp(t)dar _ ef 50dr __ 650t

2) Hacer:

% (1) = 565

3) Integrar respecto a t.

e = /5650tdt

e = 5/650tdt

I = 5ﬂ +c
R0
Dividiendo por e’ se tiene:
1
= 1—0 + ce M
Solucion general.
4) Parat=0,1=0
1
— 50(0) - ___
0=ce + 10 = cC 10
1 1
J=_— —50t i
0 10

Solucién:

q(t)=5

Nota: La cantidad —1—106_50t se llama corriente transitoria porque esta cantidad

se acerca a cero cuandot — oo = [ = 1—10

La cantidad I = % se llama corriente en condiciones estables.
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5.1. CIRCUITOS SIMPLES EN SERIE

Ejemplo 5.2 Un circuito RL como el anterior tiene una fuerza electromotriz
(fem) dada por una onda de ecuacion 3sin (2t), una resistencia de 10 ), una in-
ductancia de 0.5 henrios y una corriente inicial de 6 amperios. Hallar la corriente
del circuito en el momento t.

E =3sin(2t), R=0, L =0.5.

dl

L—+RI = E
at

dI+RI _E

dt L L
d[+1OI _ 3sin(2t)
da 05 0.5
dI

o +201 = 6sin(2t) (E.D. lineal)

Donde:
p(t) =20 Q (t) = 65sin(2t)

Calculamos el factor de integracion.

[(t) _ 6fp(t)dt _ ef 20dt _ 20t
Hacemos £ (I (t)1) =1 (t)Q (t) o sea:

d
7 (e*1) = "6 sin (2t)

Integrando se obtiene:

2] = /e20t6 sin (2t) dt

Integrando por partes dos veces se obtiene.

30 3
I =ce " + 101 sin (2t) — To1 ©° (2t)

Para hallar el valor de C' recurrimos a las condiciones iniciales.
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CAPITULO 5. APLICACIONES DE E.D.O. DE PRIMER ORDEN

Cuando t =0 =6

30 3
6 = ce 20 4 100 sin (0) — To1 (0)
3
6 = ¢ + 0— ﬁ
609
c = —
101
Solucion:
La corriente en cualquier instante es:
609 30 3
= —e 4 " sin(2t) — — 2t
T01° + 101 sin (2t) 101 cos (2t)
Nota: w
e sin (br) dz = pE (asin (bx) — beos (b)) + ¢

ax

/e‘w cos (br) dr = pEs (

Ejemplo 5.3 Un circuito RC tiene una fem dada por 400 cos (2t), R = 100 €,
¢ = 1072 faradios. No hay carga en el condensador.
Hallar la corriente en el circuito en un instante t.

acos (bxr) — bsin (bx)) + ¢

E = 400 cos (2t), R = 100, C = 1072

dq

Sabemos que I = 2, pero aun no conocemos la carga Q.

Para hallar la carga Q, recurrimos a la siguiente ecuacion.

aQ Q

R—+=% = E

i T

Q Q _ E

dt  RC R
@—I— Q 400 cos (2t)
dt 100 x 10-2 100

dQ

il — 4dcos (2
dt+Q cos (2t)
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5.1. CIRCUITOS SIMPLES EN SERIE

Que es una E.D. lineal donde:
p(t) =1 Q (t) = 4 cos (2t)
El factor de integracion es:
I(t) _ efp(t)dx _ ef lde _ ot
Hacemos & (I (t)Q) =1 (t)q(t) o sea:

d t _t
pr (e'Q) = €' (4cos (2t))

Integrando con relacion a t se obtiene:
e'Q = /et (4cos(2t))dt
Esta integral se hace por partes dos veces.
;8. 4
Q=ce + - sin (2t) + - Cos (2t)
Aplicamos las condiciones iniciales.

Cuando t =0 @ =0, entonces:

8 4 4
0=C€0+gsin0+gcoso = c:—g
4 8 4
Q = —ge’t + 5 sin (2t) + 7 €O (2t)
d 4 16 8
d—? = geft + 5 cos (2t) — R sin (2t)
dQ 4 16 8
[ = —— = — —t R 2 . _— @] 2
il + z cos (2t) 5sm( t)
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CAPITULO 5. APLICACIONES DE E.D.O. DE PRIMER ORDEN

5.2 Crecimiento y decremento exponencial

“Si una poblacion P varia con el tiempo t, la rapidez de cambio (o tasa de varia-
cion) de la poblacion es proporcional al tamafio de la poblacion”

ar
dt
Donde:

KP

P = Poblacién en el instante ¢, K = Constante de proporcionalidad.

Teorema 5.1 La solucion a la ecuacion £

dt
P = Pye’t, Py =Poblacion inicial.

— = KP
dt
dP
— = Kdt
P
dP
— = K | dt
/% -/
In|P| = Kt+c
6ln|P\ — 6Kt-l—c
P = ecekt
P = cet

= KP es la funcion exponencial

Demostracion:

Como P >0

Cuando t = 0: P = ¢e*® = ¢ = P, cuando poblacién inicial cuando ¢ = 0

P = Pyett

Cuando K > 0 =-hay crecimiento de la poblacion.
Cuando K < 0 =-hay decrecimiento de la poblacion.
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5.2. CRECIMIENTO Y DECREMENTO EXPONENCIAL

Ejemplo 5.4 Si la poblacion de un pais se duplica en 50 anos, en cudntos anos
se habrd triplicado.

Sea:

P = Poblacion a los t anos.

P, = Poblacion inicial (cuandot =0)
K = factor de proporcionalidad.

Solucién 1:
Usando ‘fi—]; = Kt
P = Pye™t (5.1)
Para t = 50 la poblacion ya se ha duplicado.
P =2PF, (5.2)
Iqualando (5.1) y (5.2) tenemos:
2P0 = PoeK(50) = €5OK =2
En el momento que la poblacion se triplique:
P =3F, (5.3)

Iqualando (5.1) y (5.3)
3Py =P = =3

Elevando a la 50 a ambos lados:

oSOKt 350

p(B0K)t 350

Como €K =2
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Sabemos que ‘2—1; = K P entonces integrando entre los limites:

In2t =
tln2 =

t=0 =
t=50 =
dP
P
2 ap
f,
2Py

InP
Py

350
In 3%°

501In3
501n 3

In2
79 Anos

P=F

P =2F

= Kdt

50

= Kdt
0

50

= Kt

0
= OH0K

= O0K

= H0K
In2

50

Ademds como P = Py cuandot =0y P =3F cuando t =t

Solucién 2:
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5.3. LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

3PodP t

e K/dt
7 =%
Kt

In(3F) —InPy =

35,
1 — = Kt
n(PO)

In3 = Kt
In3 .
= =
In3
Tz !
50
501n 3 _
In 2
t ~ 79 Anos

5.3 Ley de enfriamiento de Newton

“La velocidad a la que se enfria un cuerpo al aire libre es proporcional a la dife-
rencia entre la temperatura del cuerpo y la del aire”

Sea T la temperatura del cuerpo, t el tiempo y T, la temperatura del aire.

AT T
Y kr—T
dt T-T) = 77

= —kdt

Ejemplo 5.5 Si T, = 30° y el cuerpo se enfria de 100° a 70° en 15 minutos,
cudnto tiempo necesitard para descender a una temperatura de 40°.

Cuando t =0, T =100°, cuando t = 15, T'=70°, entonces:
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0 7 15
/ — k[ a
100 1" =30 0

15

70
In (T — 30)’ — Kt
100 0
In40 —In70 = -—15k

4
In(=-) = —15k
(7
4
15k = In{ =
a(3)

0.56
po= =2
15

Cuandot =0, T =100°, cuandot =t, T =40"°

40 T t
/ i —k:/ dt
100T_30 0

40 t
In (T — 30)‘ S
100 0
In10 —In70 = —kt
1
In( = = —kt
(7)
t = 52 min.

Ejercicios 5.1

1.

Un cuerpo de 8lb de peso cae partiendo en reposo desde una gran altura,
conforme cae actiia sobre ella resistencia del aire a la que suponemos (en
libras) numéricamente igual a 2v, siendo v la velocidad en pies/segundo.
Hallar la velocidad y la distancia recorrida al cabo de ¢ segundos.

. Un paracaidista equipado con su paracaidas y deméas equipo esencial cae

hacia la superficie terrestre partiendo del reposo. El peso total del hombre
y su equipo es de 160lb. Antes de que se abra el paracaidas, la resistencia
del aire es (en libras) numéricamente igual a $v donde v es la velocidad en
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pies/segundo. El paracaidas se abre a los 5 segundos de haber comenzado
la caida y despues de abierto, la resistencia del aire (en libras) es numéri-
camente igual a %UQ, hallar la velocidad del paracaidista a)antes de que se
abra el paracaidas y b) despues de la apertura del paracaidas.

. En cualquier tiempo ¢ la cantidad de bacterias de un cultivo crece en un
instante cualquiera, con una rapidez proporcional al nimero de ellas que
haya en dicho instante. Después de 3 horas se observa que se tienen 400
bacterias, y que al cabo de 10 horas hay 2000. ; Cuél es el nimero inicial de
bacterias?.

R/ 200.67

. Cuando un rayo vertical de luz pasa através de una sustancia transparente,
el grado con que su intensidad I disminuye es proporcional a I(t), donde t
representa el espesor del medio, expresado en pies. En agua de mar limpia,
la intensidad a 3 pies bajo la superficie es 25 % de la intensidad I, del rayo
incidente. ;Cuanta es la intensidad del rayo a 15 pie bajo la superficie?.
R/I(15) = 0.000981y; aproximadamente 0.1 % de Iy

. Un termoémetro se saca de una habitacion, en donde la temperatura del aire
es de T0°F y se lleva al exterior, donde la temperatura es 10°F. Después
de 1/2 minuto el termémetro marca 50°F. ;Cuanto tiempo demorara el
termometro en alcanzar los 15°F™7.

R/ Aproximadamente 3.06 minutos.

. A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1H (henrio) y la
resistencia es de 50€2(ohmios), se le aplica una tension de 30v. Evalte la
corriente cuando ¢t — oo.

R/ i(t) =2 —2e75% j — 2 cuando t — oo

. Un circuito en serie, en el cual la resistencia es de 20082 y la capacitancia
es de 107*F, se le aplica una tension de 100v. Calcule la carga ¢(t) en el
capacitor si ¢(0) = 0, y obtenga la corriente i(t).

R/ qlt) = 15 — e % (1) = de ™

1
100 — 100 2€

. Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el cual se disuelven 30 gramos
(g) de sal. Una salmuera que contiene 1g de sal por litro se bombea el
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10.

11.

tanque con una intensidad de 4 litros por minuto; la soluciéon adecuadamente
mezclada se bombea hacia afuera con la misma rapidez. Encuentre el nimero
de gramos A(t) de sal que hay en el tanque en cualquier instante ¢. (Realice
un dibujo de la situacion).

R/ A(t) = 200 — 170e~*/%°

Un gran tanque esta parcialmente lleno con 100 galones de liquido en los
cuales se disuelven 10 libras de sal. Una salmuera que contiene 1/2 1b de sal
por galon se bombea al tanque con una rapidez de 6 gal/min. La solucién
adecuadamente mezclada se bombea enseguida hacia afuera del tanque con
una rapidez menor de 4 gal/min. Halle el numero de libras de sal que hay
en el tanque después de 30 min.

R/ 64.381b

El marcapaso consta de una pila eléctrica, un pequeno capacitor y el
corazon, que funciona como una resistencia en el circuito. Cuando el
conmutador S se conecta a P el capacitor (6 condensador) se carga;
cuando S esta conectada a (), el capacitor se descarga enviando un
estimulo eléctrico al corazon. Durante este lapso la tension eléctrica E
aplicada al corazon esta dada por

dE 1
= E

—_— = —— h<t<t
dt RC Y 1 2

en donde Ry C son constantes. Determine E(t) si E(t;) = Ey la fuerza
electromotriz de la pila. (Desde luego la conmutacion [el cambio de
conexion del conmutador) es periodica, a fin de simular el ritmo cardiaco
natural, y producir el estimulo del corazon].

R/ E(t) = Eyere =1

Una viga en voladizo uniforme de longitud L y de peso despreciable tiene
una carga conectada S en el extremo libre. Encontrar:

= La ecuacion de la curva eléstica - R/ y = &7 [3SLa? — S?]
» La deflexion maxima - R/ y = gTLj
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12. Una viga de longitud L y de peso despreciable esta apoyada simplemente en
ambos extremos y una carga concentrada S actiia en su centro. Encuentre

.. . 3 2 2
= La ecuacion de la curva elastica - R/ Eldx = —22 4 5L SLG =

_ 8L

» La deflexion maxima - R/ dmazr = —=3

» El valor numérico de la pendiente en los extremos. - R/ 0z = STL2
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6 Dependencia e independencia
lineal

Definicion 6.1 Un conjunto de n funciones {y; (), y2 (x),...,yn (z)} es lineal-
mente independiente en un intervalo I, si:

ayr () + ey () + ..o 4 cpyn () =0 (6.1)
Unicamente sici =cy=...=c¢, =0 Vrel

Si el conjunto de funciones no es L.I. en el intervalo I, entonces se dice que es
linealmente dependiente en I.

Nota: Si dos funciones f (z) y g (z) se definen en un intervalo I = [a, b] y tienen
la propiedad de que una es un multiplo constante de la otra, entonces se dice que
ambas son L.D. en [a, b]. Si ninguna de ellas es multiplo constante de la otra,
entonces se dice que son L.I. en [a, b]

Ejemplo 6.1 El conjunto {y, () =z, y2 () = 5z, y3 () = 1, ys (x) =sinz} es
L.D. en [—1, 1] porque:

c1 () + o (bx) +¢e3(1)+ ¢4 (sinz) =0

Para Valores de C; que no son cero, por ejemplo:

-5+ 152 +0.140sinx =0
En este, Casocy = —=5#0, co=1#0
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6.1 El Wronskiano (Hoéné Wronski 1778 - 1853
Polonia)

Definicion 6.2 Si cada una de las n funciones yi (), y2 (x), ...

n — 1 derivados ,entonces el determinante de orden n

W(yl, Ya, ...

Y1 Y2 e Yn
Yi Yy e Y
oy =1 Y Y oy
vithout

Se llama el Wronskiano de las n funciones.

6.2 Criterio para determinar si un conjunto de
funciones es L.I.

Teorema 6.1 Un conjunto de funciones {y; (z), yo (x),...

sty solo si:

W[?/17927~--,yn]$£0 V.Z'E]

Ejemplo 6.2 Determinar si y; (x) = sin 2z, ys () = cos 2z son L.1I.

W (sin (2z) , cos (2x))

sin (2z) cos (2z)
d(SiE(QI)) d(cocsl(2x))

sin (2z)  cos (2x)
2cos (2r) —2sin (27)
sin (2z) (—2sin (2z)) — 2 cos (2z) cos (2z)
—2 (sin® (2z) + cos® (2x))

—-2x1

—2#0 VxeR—
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{sin (2z), cos (2z)} es L.I. para todo x € (—o0, c0)

Ejemplo 6.3 Determinar si {e, e**, 3} es L.1L.

Y1 Yo Y3 e 6233 63:13
Wiy, vz, us) = | Y1 Y2 b | =€ 2% 3% | =2 £0 VzeR
yi/ yg yé/ e 4623[: 9631*

{{e®, **, e3*}} es L.I. para todo x € (—oo, 00)

6.3 EL Wronskiano y la solucién general de
E.D.L. homogéneas

Definiciéon 6.3 Una ecuacion de la forma:

an () y" + an_1 () y" Y 4 4 ay () y" + a1 (2)y +ag(x)y=0 (6.2)

Es una E.D.L. homogénea de orden n, porque no tiene término independiente.

Ejemplo 6.4
y' =2y +y =0 es E.D.L. homogénea de orden 2.

y" + 823y — 2y = 0 es E.D.L. homogénea de orden 3.
20y + 322" — 8y’ + 23y = 52° es E.D.L. no homogénea de orden 4.
Teorema 6.2 Una E.D.L homogénea de orden n (6.2) tiene siempre n soluciones

linealmente independientes. Siyy (), yo (), ..., yn (x) representan estas solucio-
nes particulares de (6.2), entonces la solucion general es:

y(x) =ciyn () + coya () + ... + Culn (6.3)

Donde ¢y, co, ..., ¢, son constantes arbitrarias.

Ejemplo 6.5 Sea 2%y" — 62y’ + 12y = 0 una E.D.L. homogénea de orden 2.
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a) Probar que y, = 22, yo = x* son soluciones de la E.D.

b) Hallar la solucion general.

Solucion:

a) yy =2 = vy =32 y = 6x, Reemplazando en la E.D.

2? (6z) — 6z (32%) + 12 (2°) =
623 — 182° + 1223 = 0

)

y1 = 23 si es solucion particular de la E.D.

yo =2 = yh =423, y) = 1222, Reemplazando en la E.D.

)

22 (12:L‘2) — bz (4x3) + 12 (x4) =
122* — 242" +122* = 0

Yo = x* si es solucion particular de la E.D.

b) Usando el Wronskiano determinamos si las soluciones particulares son L.I.

2t

3x? 4a°

Y = 1% (42°) — (32%) z* = 2% # 0

La solucion general es:

W(y1, y2) — ‘ Y1 Y2

y = ay(r)+cye(z) o sea

Yy = clx3+02:p4

T —x

Ejemplo 6.6 a) Demostrar que e~ son soluciones Particulares de y" +

2y +y=0

y oe

b) Hallar la solucion general.
Solucion:
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a) yy=e* = y=—e" yf =e*, Reemplazando en la E.D.
e 42 (—e_x) +e*=0

)

yp=e¢e"

es solucion particular.
yo =be " = ybh=—be ", yi =be ", Reemplazando en la E.D.

Se " 42 (=5e ") +5e " =0—
Yo = De~ " es solucion particular.

b) La solucion general es:

y(x) = ayi+ ey
cre” "+ (56_’”) no, porque yi; y yo son L.D.

x T

Ejemplo 6.7 Demostrar que e=* y 5e™* no son solucion de y" — 2y’ +y = 0,

usando el Wronskiano.

et He *
—e % —he "

%4 (e’x, 56’1) = ’ =e” (—56’1) — (—e’z) (56’1) =0

W=0 = e®ybe ™ sonL.D. (teorema 6.1)

Por teorema 6.2y (x) = cre"+co (be™™) no es la solucion general de y"—2y'+y =
0

Ejemplo 6.8 a) Demuestre que y = ci1sinx + cacosx es la solucion general de
y'+y=0

b) Hallar la solucion particular cuando se cumplen las condiciones iniciales:

y(0)=2,9(0)=3
Solucion:

a) De la solucion general se deduce que:
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Y1 = sinx, yo = cosx y son soluciones particulares de la E.D. porque:

Y; = COST Yy = —sinzx

Yy = —sinxr Yy, = —cosx

Reemplazando en la E.D.

a) Para y,, —sinx + sinz = 0
b) Para ys, —cosx +cosxz =0

Ademds:

sinx cosx

W (y1, y2) = = —sin?x —cos’r = —1 # 0 —

cosTr —sinzx

Y1 Y yo son L.I. —

Por el teorema 6.2 se concluye que:

Yy =cisinx + cycosx

Es la solucion general de la E.D.

b) Al aplicar las condiciones iniciales se obtiene.

1) Para y(0) =2, ¢;8in0+ cocos0 = 2
2) Para y' (0) =3, ¢;cos0 — co8in0 =3

Resolviendo este sistema se obtiene que ¢c; =3 y ca = 2

y=3sinx + 2cosx

Es la solucion particular que satisface las condiciones iniciales.
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UNA E.D.L. HOMOGENEA DE ORDEN 2

6.4 Utilizaciédn de una solucién conocida para
hallar otra solucién de una E.D.L.
homogénea de orden 2

Ya sabemos que para una ecuaciéon de la forma:

y'+P(2)y +Q(x)y=0 (6.4)
Se puede hallar la solucion general y = c1y; + c2y9 si se conocen las dos soluciones
particulares y;(x) y y2(x) pero el problema es como hallar estas dos soluciones.

Existe un procedimiento para determinar una soluciéon de (6.4) cuando ya se co-
noce una de las soluciones.

Procedimiento
1) Supongase que y;(z) es una solucion conocida de (6.4)
2) cyi(z) también serd una solucion conocida de (6.4) para cualquier valor de c.

3) Remplazar ¢ por una funcion desconocida v (z) y a continuaciéon determinar
v (z) de tal modo que ys (z) = v () y1 (z) sea una solucion de (6.4)

Recuérdese que la independencia lineal de las dos soluciones y; y y» requiere que
la razén y,/y; sea una funcién de x y no una constante.

4) Supongase que ys (x) = v (z) y1 () si es una solucion de (6.4)

Entonces:
Yy + Pys + Qy2 = 0 (6.5)

Ahora se trata de hallar la funciéon v (x)

5) Sustituir en (6.5) las siguientes expresiones:

Y2 = VY1
Y, = vy + vy
i

y, = wvyi + 20"y + 0"y
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vy + 20"y + 0"y + P (vyy +v'yr) + Q ()
vyl + Py, + Quu) + 0"y +0 2y, + Pyr) = 0—

y! + Py] + Qy; = 0 porque y; es una solucion de (6.4)
— 0"y + 0 2y + Py1) =0

Dividiendo por v" y v,

1 /
2P = 0

v Y1
" /
Y oo o8 py
v’ Y1
d d
(1/} ) - oM _p — integrando
v Y1
Nota:
"= d(d(v) =d()
Yy = dy
Integrando:
/
/d(”) - —2/@—/%@«
v’ Y1
Inv = —21ny1—/de
- iQe—IPdJ:
Yi
1
v = /—261 Pz qo (6.6)
Y1

6) Reemplazar y;(z) y v en yo = vy; para obtener la segunda solucion particular
de (6.4)
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7) Siyi(z) y y2(x) son L.I., la solucion general sera
Yy = c1y1 + C2y2

Ejemplo 6.9 Suponga que 1y, = x es una solucion de x*y" + xy’ —y = 0; hallar

la solucion general.
1) Primero verificamos que y; = x si es una solucion reemplazamos en la E.D.
pm=r =y =1y =0
P?x0+xx1l—x=0 = 1y siessolucion

2) Escribimos la ecuacion dada en forma candnica.

x2y"+xy’—y = 0

i 1/ 1

y+-y——y =0
x x

Aqui P (z) =1, Q(z) = —%y

3) Determinamos v usando la expresion (6.6)

1
v o= /—2e_fpd$dx
Ui

1 1
= /—2efwdzdx
x
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4) La sequnda solucion es ya = vy

.Z'_2
- ()

5) Comprobar que y1 y y2 son L.1. esto se puede hacer en dos formas:

a) Comprobando que el Wronskiano W (y1, y2) # 0 o
b) Comprobar que y2/y1 no es una constante.
1
Y2 _ "o

= = —— # cte.
Y1 x 212

6) La solucion general serd y = c1y; + caya:

y = cx+cy(Oyy)

1
= T+ Co (—@x>

1 -1
= C1X — ZCT
2

Ejercicios 6.1

1) Demuestre que y = c1e” 4 cee™* es la solucion general de y” —y =0
2) Demuestre que y = ¢,z + cox? es la solucion general de x%y” — 2xy’ + 2y = 0

3) Demuestre que y = c1e® + c2e*® es la solucion general de y” — 3y’ + 2y = 0
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Halle La solucion particular para la cual se cumple que y (0) = —1, ¢/ (0) =1

2x

4) Demuestre que y = c;e** + coze®® es la solucién general de y” — 4y’ + 4y = 0

5) Use el Wronskiano para determinar si los siguientes conjuntos de funciones son
L.L

a) {vr+1,2°+z, 222 — 1 -3}
b) {sinz, 2cosz, 3sinx + cosx}

C) {ez’ 671, 621}

6) Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones, utilizando la solucion y;
conocida.

a) vy +y=0 donde y; =sinz
b) v" —y =0 donde y; =¢€"
c) zy" 4+ 3y =0 donde y; =1

d) 22" +zy — 4y =0 donde y; = 2?
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7 E.D.L.H. con coeficientes
constantes

7.1 E.D.L.H. de 2° orden con coeficientes
constantes

Definicion 7.1 Una E.D.L.H. de 2° orden con coeficientes constantes tiene la
siguiente forma.

ay" +by +cy=0 (7.1)
Donde a, b, ¢ son constantes
Teorema 7.1 Una ecuacion de la forma (7.1) tiene al menos una solucion par-

ticular de la forma y; = €™ (m = cte.) , st m se escoge adecuadamente.

i Coémo escoger el m adecuado?

Si y; = €™ es una solucion de (7.1), entonces:

yi — memx y yi/ — m2€mx
Reemplazamos en (7.1)
am?e™ + bme™ + ce™ = 0
e (am2 +bm + c) =0
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Como ™ #0 —

am? +bm +c =0 (Ecuacion auxiliar o caracteristica)
Resolvemos la ecuacién caracteristica.
—b+ Vb — 4dac
m =

2a
Se obtienen dos raices reales de la ecuaciéon caracteristica mq y meo

Se deben analizar 3 casos para m; y mo

a) Sib>—4ac>0 = my # my, entonces existen dos soluciones particulares
distintas para (7.1) y son:

yl — emlfl" y2 — emQI
Como -
h_ emQx = (M —m2)2 £ (e,
Y2 €
Y1, Yo son L.L

La solucion general de (7.1) es:
y = c1e™" + cpe™”
b) Sib* —dac=0 = mi=mpy=32=m

Como m; = ma, solo hay una soluciéon particular para (7.1) y es y; = ™"

Se puede hallar la otra solucion particular usando el método utilizado en el capitulo
anterior, donde:

v(z) = /%efpdxda: (7.2)

Si la ecuacion (7.1) la escribimos en forma candnica se obtiene:
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b c
y'+ -y +-y=0
a a
Donde P (z) =2

Reemplazando y; y P (x) en (7.2) se obtiene:

v(z) =

Como ys es de la forma yo = v (z) 3y () —
Y2 = xe™* es la otra solucion particular de (7.1)

La solucion general de (7.1) es:
y = cre™" + coxe™”
NOTA:

= Sila E.D.L es de orden 3 la solucién general es de orden 3 y la ecuaciéon
caracteristica tiene las 3 raices iguales entonces la solucion general es de la
forma:

Y = c1™T 4 coxe™” 4 cgre™s”

= Para el caso de orden n con ecuacién caracteristica de n raices iguales, la
solucion general es:

2

y = c1e™ + core™ + c3z?e™ + - 4 12" e™ 4 ¢t e™

c) Sib?—4ac < 0 la ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas:
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m=a+bi y mo=a—Wh

Las soluciones particulares de (7.1) son:

Y = eme
pla+bi)
— eaxeibx
y1 = € (cosbx + isin bx) (7.3)
Yy = eme®
_ 6(afbi)
= %o ibx
Yo = € (cosbx — isin bx) (7.4)

Nota: ¢ = cosf + isin @ (formula de Euler)

Puesto que solo interesan soluciones que sean funciones de valor real, podemos
sumar (7.3) y (7.4) y dividirlos por 2, luego restar y dividir por 2i y obtenemos:

y1 = e*“ cosbx, ys = e sinbx
La solucion general de (7.1) es:

y = c1e*cosbr + coe® sinbx

= e (¢ cosbr + ¢ sinbx)

Ejemplo 7.1 Resolver:

La ecuacion caracteristica es:
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Factorizando:

(m—2)(m+3)=0 = m; =2, myg= -3

Las soluciones particulares son:

_ ,mixz __ 2% __ _maox —3x
g =€ =€ ,Yysa=¢€

La solucion general es:

Y= c1€%% + ey

Ejemplo 7.2 Resolver:

y" =2y +10y =0
La ecuacion caracteristica es:

m? —2m+10=0
Donde:

a=1,b=-2,¢=10

b= Vb2 — 4dac

2a

m

b? — dac = (—2)* —4(1) (10) = =36 < 0

La ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas:

—(=2) +4/(-2)* — 4(1) (10)
2
2 + /36i

2
246
2
= 1 + 3 i—

\,./\b,./
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Yy = e** cosbxr = e* cos 3w

Yo = ¥ sin bxr = €” sin 3x
La solucion general es:

y = €” (¢ cos 3x + ¢y sin 3x)
Ejemplo 7.3 Resolver:

y//+4y/+4y:0

La ecuacion caracteristica es:

m2+4m+4=0

Factorizando:
(m+2)(m+2)=0 = m=my=-2

La solucion general es:
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Ejemplo 7.4 Resolver:
y'+y' +y=0

La ecuacion caracteristica es:

m*+m+1=0

m; =
2a
=l y/12-4(1) (1)
- 2
3
= ——+§i—>
<~
a b
1 V3
— My = —— — —1
2 2
y = e (cpcosbr + cosinbr)

1, V3 . V3 >
= e 27| ¢;cos 7x + ¢g 8in 7$ Solucion general

7.2 E.D.L.H. de orden n con coeficientes
constantes

Definicion 7.2 Una E.D.L.H de orden n con coeficientes constantes es de la
forma:
y ™+ a1y Y 4yt +aoy =0 (7.5)

La ecuacion caracteristica es:
N A" Fadtag =0 0o m'+a,_m" .. +amta; =0 (7.6)

Esta ecuacion caracteristica tendrd n raices my, mo, ..., m, que pueden ser reales
o complejas.
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Caso 1

Si todas las raices de (7.6) son reales y distintas la soluciéon general de (7.5) es:
y=cre™" + e + ..+ e

Ejemplo 7.5 Resolver:

y" +2y" — 5y — 6y =0
La ecuacion caracteristica es:

m?+2m? —5m—6=0
Las soluciones de esta ecuacion son:

my =2, mg=-—1,m3=3
La solucion general es:

y = c1e® + coe”" + cge”

Caso 2

Si todas las raices son reales, pero algunas son iguales (aparecen repetidas), las
raices repetidas se deben incluir en la solucién general.

Ejemplo 7.6 Resolver:

yW -y 9y — 11y —4 =0
La ecuacion caracteristica es:

m* —m? —9m? —1lm —4 =0
La cual se puede factorizar en:

(m+1)*(m—4)=0
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mlz—l,mgz—l,mgz—l,m4:4

La solucion general es:

y = c1™* 4 core™® + c3x2e™T 4 cye™®

cre” " + core I + czx’e I 4 che’®

= 1% + core ™ + cgrle ™ + cqe”

Caso 3

Si una raiz es compleja y esté repetida a—veces, entonces la conjugada también
estard repetida a—veces y se deben incluir en la soluciéon general o sea que las
soluciones particulares son:

y1 = e (cqcosbr + cosinbr)

Yy = xe (cgcosbr + ¢ysinbr)

ys = x%e" (c5cos b + cgsin br)
Yo = 2% 'e™ (c;cosbx + c;sinbz)

Ejemplo 7.7
y™V — 4y" + 13y” — 36y + 36y =0

La ecuacion caracteristica es:

m* —4m? +13m?> —36m+36 = 0
(m—2)°(m*+9) = 0

my =2, mg =2,mg =31, my =—31
g v
reales repetidas complejas donde:
a=0 y b=3

121




CAPITULO 7. E.D.L.H. CON COEFICIENTES CONSTANTES

Las soluciones particulares son:

Yy = emlx — 621

Yo = xe™” = ge**

ys = e cosbr = e’ cos3r = 1cos3x
Yy = e“sinbr = e"sin3z = 1sin3z

La solucion general es:
y = c1e** + coxe® + c5c083x + ¢4 8in 3z
Ejercicios 7.1
1. Resolver las siguientes E.D.L.H de orden 2

a

b

)y =y —2y=0
)y =Ty =0

¢) y"—5y=0

d) y' —4y +5y=0
e) y' +4y=0
)y =3y +4y=0
9) y'=0

h)
)

1

y' +2y +2y=0
y' +2y +3y=0

2. Resolver las siguientes E.D.L.H de orden mayor de 2

a) y" —6y" 4+ 11y — 6y =0
b) y'V —9y" +20y =0

c) y" —6y"+2y +36y=0
d) y'V + 8y”’ + 249" + 32y + 16y =0
e) y =y =2+ 2" +y —y=0
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f) y© —5y® 4+ 16y" + 369" — 16y’ — 32y =0

9) yW+2y" +y=0

7;) y(4) + Qy/// . 2y/ —y = 0

§) y® —4y" + 16y + 32y =0
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8 E.D.L. no homogéneas

Definicion 8.1 Una ecuacion diferencial lineal no homogénea, de orden n tiene
la siguiente forma:

ta @Y a@y=g@ 1)

d™y d2y
(z) 0

an(x)%—l——l—ag @
Donde g (x) es una funcion de variable z, g (x) # 0, y los coeficientes pueden ser
de dos tipos:

a) Son valores numéricos (ctes)

b) Son expresiones que dependen de la variable independiente .

Nota: Si en la ecuacion (8.1) se considera que g (z) = 0, se obtiene una E.D.L.
homogénea, que se llama la homogénea asociada de (8.1).

Teorema 8.1 Sea y,, la solucion general de la E.D.L.H. asociada de (8.1) y y,
es una solucion particular de la E.D.L.N.H. (8.1), entonces la solucion general de
(8.1) es:

Y=Y +Yp

Del enunciado de este teorema se deduce que para hallar la soluciéon general de
una E.D.L.N.H. se debe conocer la solucién general de la homogénea asociada y
una solucién particular de la E.D.L.N.H.

Para hallar la solucion particular (Yp) de (8.1) se puede recurrir a dos métodos
especificos que son:
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a) Método de los coeficientes indeterminados.

b) Método de la variacion de parametros.

8.1 Meétodos de los coeficientes indeterminados
para hallar una solucién particular y, de la
E.D.L. no homogénea con coeficientes
constantes

d"y d*y dy
an%—l—...jtagﬁjtal%—i—aoy—g(x)

En este caso se examina como es la forma del término independiente g(x). Hay 10
formas para g(z) que se deben considerar y para cada una de ellas se determina
c6mo es la solucion particular y,,.

Casos principales:

1) g (x) es un polinomio p,, (z) de grado n.
g(r) = Az + ...+ Asx® + Ayz + Ay = pn (2)

Entonces:
Yp = z* (Ana:” 4o+ A+ A+ AO)

k = # de veces que 0 es solucién de la ecuaciéon caracteristica de la homogénea
asociada.

2) g(x) =es una funcién exponencial, g (x) = ce® a = cte.

Yy = onkeax

k = # de veces que a es soluciéon de la ecuaciéon caracteristica de la homogénea
asociada.
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3) g(z) =sinbzx o g(z) = cosbzx o g(x) = ¢ cosbx + ¢y sin bz
y, = 2" [A cos bx + Bsin ba]

k = # de veces que bi es solucion de la ecuacion caracteristica de la homogénea
asociada.

4) g(z) = ppe™
Yp = o (Ana™ .+ A+ Ay e™

k = # de veces que a es solucion de la ecuaciéon caracteristica de la homogénea
asociada.

5) g(z) = p, (z) cosbx + ¢y, (z) sin bz
yp = a" [(Ax® + ...+ Ay + Ag) cosbx + (Bya® + ...+ Bix + By) sin bz

s es el mayor entre m y n.

k = # de veces que bi es solucion de la ecuacion caracteristica de la homogénea
asociada.

6) g(z) =cre™cosbr o g(x) = ce™sinbr o g(x)= 1™ cosbr + cye™ sin bx
Yy, = 1¥ (Ae™ cos b + Be™ sin bxa)

k = # de veces que a+ i es solucion de la ecuacion caracteristica de la homogénea
asociada.

7) g(z) = p, (z) e** cosbx + ¢y, () €™ sin bx

yp = 2" [(Ax® + ...+ Ajz + Ag) €™ cosbr + (Bya® + ... + Bix + By) € sin ba]

s es el mayor entre m y n.

k = # de veces que a+ i es solucion de la ecuacion caracteristica de la homogénea
asociada.
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Ejemplo 8.1 Dada la ecuacion diferencial
v +y —6y=e" g(x)=e a=-3
Resolvemos la homogénea asociada.
y'+y —6y=0
La ecuacion caracteristica es:
m*4+m—-6=0 = m=2ym=-3

La solucidn particular es y, = Agz"e™ (caso 2)

Como a = —3 es una solucion de la ecuacion caracteristica de la homogénea vy
aparece una solo vez como solucion, entonces k = 1.

y, = Aze ™"

y, = Az (=3e7%) + 1)
= Ae " (=3x+1)

yy = Ale ¥ (=3)+ (=3¢ (1 - 32))]
= A[-6e7 + 9ze™]
= Ae " [—6 + 97]

Reemplazamos todos estos valores en la ecuacion dada y" + 1y — 6y = e3%:

Ae ™ [—6 4 92] + Ae > (1 — 3z) — 6Axze™ =
A[-6+9z]+ A(1 —3z) —64r = 1
—6A+9Ar + A —-3Az — 6Ax = 1
—54 =1

R

)
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PARTICULAR Yp DE LA E.D.L. NO HOMOGENEA CON COEFICIENTES CONSTANTES

Solucion general: y, + yp

1
y = 0162:1: + 026731 + _gxefi’»z
~—_————
Yn —
Yp

Ejemplo 8.2
v +y —6y=22"+1, g(z)=22"+1=p,(7)
La ecuacion caracteristica de la homogénea es:

m*4+m—-6=0 = m=2ym=-3

0 no aparece como solucion de la ecuacion caracteristica = k=0 (caso 1)
yy = " (A" + ...+ A+ A

22 (Apz™ 4 ...+ A + Ap)

En este caso como g (x) es un polinomio de grado 2.
Yp = (AQ.TQ + All' + Ao)
y;) = 2A2£IZ' -+ Al

y{! =24,

Reemplazo en la ecuacion:

2A2 + (214233' + Al) — 6 (AQ.Z'z + All' —+ AO) = 2.%'2 + 1
245 + 24z + A — 6A52° — 64,0 — 64, = 222 +1
—6Ay2% + (245 — 6A)) x + (245 + A} —64y) = 227 +1
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Igualando los coeficientes de las potencias de x se obtiene:

1
—6A2:2 = A2:_§
1
2A2—6A1:O = A1:—§
8
2A2+A1—6A0:1 = Aoz——
27
1, 18
TR T 9T T o7

La solucion general es:

1, 1 8
Y=yntyp=ae F ot - ont —or — o

Ejemplo 8.3
y" + 9y = sin 2z

La homogénea asociada es y" + 9y =0 = la ecuacion caracteristica es:

m>+9=0 = m?’=-9= m=+vV-9 = m==3

Como g (x) = sinbz, (caso 3), entonces:

y, = 2 [Acosbx + Bsin bz
p

Pero 21 no es una de las soluciones de la ecuacion caracteristica =
entonces:

y, = 2° (Acos2x + Bsin 2x) = Acos2z + Bsin 2z
y, = —2Asin 2z + 2B cos 2z

y;' = —4Acos2x — 4B sin 2x

Reemplazamos estos valores en la ecuacion dada:
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—4Acos2x —4Bsin2x + 9 (Acos2x + Bsin2z) = sin2z
—4Acos2x —4Bsin2x +9Acos2x +9Bsin2x = sin2x
5Acos2z +5Bsin2x = sin2x

Igualando coeficientes.

1
bA=0y5B=1 = A:Oygzg

1 1
yp =0+ gsin2x = gsin2x
(solucion particular de la no homogénea )
Ahora solucionamos la ecuacion homogénea
Comom=a+bi=0+3t = a=0,b=3

La solucion general de la ecuacion homogénea es:

yn = € (c1cosbx + cosinbr)
= €% (¢ cos 3w + ¢y sin 31)

= ¢1c083x + cysin 3x

La solucion de la no homogénea es:
. 1.
Y = Yp +Yp = €1 COs 3T + czsin 3z + gsm2:c
Ejemplo 8.4
y" =5y =—45 g(x) = —45 = py (x) = polinomio de grado 0

yp = 2% (Ap) (caso 1). Pero 0 no es raiz de la ecuacion caracteristica de la ecuacion
homogénea asociada = k=10
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<m2—5:0 N m:i\/g)
yp = 2° (Ag) = Ay

Reemplazando en la ecuacion dada obtenemos:

(AO)" —5(Ay) = —45
AO == 9
Entonces:
Yp = 9

Ahora resolvemos la homogénea asociada.

y' —5y=0 = m*+0-5=0

mlz\/g,mgz—\/g = ml#mz

La solucion general de la ecuacion homogénea es: y, = eV 4 cpeVoe
Solucion general de la no homogénea: y = yp + yp, = c1eV 4+ cpemV3T 4 9

Ejemplo 8.5
y//+y/+y — (3:62 _ 1) 6721

La ecuacion homogénea asociada y" +y' +y = 0 fue resuelta en el ejemplo (7.4)
del capitulo VIl pag. 119 y su solucion general es:

1, V3 V3
Y, =€ 2 clcos7x+025m7x

En la ecuacion propuesta g (z) = (322 — 1) e™2* = py (x) *® (caso4) donde a = —2
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Yy, = (A 2"+ ... 4+ A+ Ag)e™
= gF (A2x2 + Az + AO) e~

Pero a = —2 no es raiz de la ecuacion caracteristica= k=20

yp = (AQJZ’Q + All' —+ AQ) 67233

La solucion general de la ecuacion no homogénea es:

3 3
y=1yn+y,= et <01 cos gzc + ¢y sin §x> + (A2x2 + Az + AO) o 22

Ejemplo 8.6
y" + 2y + 2y = de Tsinx

La ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asociada es:

1 m>+ 2 m+ 2 =0

a b c

—b+ Vb — 4dac
2a

—2+y4—-4x1x2

2
24+ i—-8
2
—24+2/—1
2

= 143

Entonces:
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Como:
g(x) =4e "sinx = cpe™ sin bx

Dondea=1,b=1

Como —1 + 1 aparece una sola vez como solucion de la ecuacion caracteristica,
entonces k =1 en la solucion particular (caso 6)

y, = " (Ae™ cosbx + Be™ sin bx)

= =z (Ae_“” cosT + Be ¥ sin IL‘)
Ahora la ecuacion homogénea asociada.
y'+2y +2y=0

Donde:
m>+2m+2=0 = b —4dac<0

yn = c1*" cosbx + coe™ sin bx

= cie ¥cosT + cee Fsinx

La solucion general de la ecuacion no homogénea propuesta es:

Y=Yn+Yp=cie "cosx+cre “sinx +x (Ae_x cosx + Be " sin IL‘)

Ejemplo 8.7
y" + 2y + 5y = 12e” — 34 sin 2x

m24+2m+5=0

—b+ Vb — 4dac
2a
—2++v/4—-4x1x%x5H
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g (z) = 12¢" — 34sin 2z

La solucion particular es:
y, = Az"e™ — ¥ (B cos br + C'sin bx) (casos 2y 3)
De g(z) se observa que a =1 yb=2

Pero 14 21 no es solucion de la ecuacion caracteristica = k=0

y, = Ae” — (B cos2z + C'sin 2z)

Para hallar la solucion de la homogénea:

y'+2y +5y=0
m=—1=%x2i dondea=—1,b=2

Yo = c1e" cosbr + coe™ sin bx

= e 7 (c1cos2x + cy8in 27)

Solucion general de la ecuacion propuesta es:

Y =Yn+y, = Ae’ — (Bcos2x + Csin2x) + e * (¢; cos 2z + ¢y 8in 2z)

Para hallar los coeficientes A, B, C, se hallan y,,, y,, se reemplazan yy, y,, y, en

la ecuacion propuesta, se iqualan coeficientes y se obtiene:

A=°B=-8C=-2

[\CR V]

3
y=e "(c1co82x + cysin2x) + iez + 8 cos2x — 2sin 2x
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8.2 Ejercicios

Use el método de los coeficientes indeterminados para hallar la solucion general
de las siguientes ecuaciones.

1) v+ 4y = sin 2z
2) Yy =2 +x+e*
3) y// o 4y — 623[:

2x

4) y' — 4y = ze”
5) vy — 4y = xsin2x

6) vy =10
7) y" = 1022
8) vy —y = be”

9)y" +y =sinx

10) 4" — 2y + 2y = e*sinx
11) v -2y +y=¢e"+3

12) o' +2y =8z +e >

13) y" + 3y’ — 10y = 6e'*

14) y" 4+ 4y = 3sinx

15) y” + 10y" + 25y = 14e=5®
16) y" — 2y + 5y = 2522 + 12
17) y' —y — 6y = 20e~**

18) y” — 3y’ + 2y = 14sin 2z — 18 cos 2x
19)y” +y = 2cosx

20) y" — 2y =12z — 10
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8.3. METODO DE VARIACION DE PARAMETROS PARA RESOLVER
Y"+P(X)Y' +Q(X)Y = R(X) (8.1)

8.3 Meétodo de variacién de pardmetros para
resolver ' + P (x)y' + Q (z)y = R(x) (8.1)

v'+P(x)y +Q(x)y=R(z) (forma canodnica) (8.2)

Paso 1. Se soluciona la ecuaciéon homogénea asociada.

y'+P(x)y +Q(x)y=0 (8.3)

La solucion general de (8.3) sera:

Yn = C1Y1 + C2Y2

Paso 2. Se reemplazaran las constantes ¢; y ¢y por funciones incégnitas vy (z) y
vg (z) y se trata de determinar a vy y vo en forma tal que:

Y = v1y1 + v2y2 (8.4)
Sea una solucion de (8.2)
Paso 3. Como se tiene dos funciones desconocidas: vy y v9 seré necesario tener dos

ecuaciones que las relacionen.
Una de ellas se obtiene exigiendo que (8.4) sea una solucion de (8.2), entonces:

Yp = N1Y1 + V2Y2 (8.5)
Yy, = (v1y) +v2yy) + (VY1 + Vhy2) (8.6)
~—————

0

VY1 + vhys = 0 porque y; y y2 son soluciones particulares de (8.3)

Y, = v1y) + V2l (8.7)

"o__

Yp
Al reemplazar (8.5), (8.7) y (8.8) en (8.2) y reordenar, se tiene:

vy + vy + vays + vsY (8.8)
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vy + vy + veyy + vgys + P (x) (viy) + vays) + Q () (viyr + vay2) = R ()

i (N

vyl + P (@) ¥ + Q (2) y1) + va(yy + P (2) 5 + Q () o) + vy + v3y5 = R (x)

J

0 0

Porque y; v y, son soluciones particulares de (8.3)

V1Y) + vayy = R ()

Ademés sabemos que:

Vi + sy =0

ver ecuacion (8.6)

Paso 4. Resolver el sistema anterior.

Viyy + 05y, = 0
vy +uvys = R(x)

RN

o = R(x) yo |  —R(x)y o vi R@) | R@)n

' ’ Y Y O . ‘ Y e W (y1, y2)
Y Yo Yi o Ys

Paso 5. Integrar en (8.9) para obtener vy y vy

Paso 6. Reemplazar v; y vy en (8.5) para obtener la solucion particular.

“wR@) o nRG)

Yp =Y N N
P W (1) W (11, v2)

dx

(8.9)
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Y"+P(X)Y' +Q(X)Y = R(X) (8.1)

Paso 7. La solucién general de (8.2) seré:

Yy =1yn+ Yp
Ejemplo 8.8 Resolver:
y'+y=cscx (8.10)
La homogénea asociada es:
y'+y=0
m*+1 = 0
m = £v-1
m = =i
m = 041
donde:
a=0,b=1
yn = € (c1cosbx + cosinbr)

= % (¢;cos 1z + cysin 1)

= c(c1coSx + cosing

Por lo tanto:

Y1 = COST Yo = sinx
/ . /
Yy = —sinx Yy = COST
cosr sinx
w (yla yz) = .
—sinx cosx

= coslz+sin’zr=1
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—sinzxcscx
= fd:c

1
= —sinx——dx
sin

= —x

COST CSCT
Vg = ——dx
1

1
= cosz——dx
sin x

= In(sinx)

Yp = U1Y1 + VoYyp = —xcosx + In (sinz) sinx

La solucion general de la ecuacion (8.10) es:

Y=Yn+Yp=C1COST + casinx —xcosx + In (sinz)sinx

Ejemplo 8.9 Resolver:

xT

2y// _4y/+2y — e_
x
Se divide por 2 para dejar la ecuacion en forma candnica.

x x

e e

"o _ < R _ <
v -2ty = Rr)= o

La homogénea asociada es:
y' =2 +y=0
m?*—2m+1 =
(m—1)(m—-1) = 0
m = 1 (dos veces)
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8.3. METODO DE VARIACION DE PARAMETROS PARA RESOLVER
Y"+P(X)Y' +Q(X)Y = R(X) (8.1)

yp = c1e" 4 coze™”

= e’ + cpre”

Il
o

xTe

n Y2

vi=e¢"  yp=e" +ue

xre

W(ylayQ) = er et 4 et

v = 7_3;2]% (z) dx

W(yla y2)

Uy = 7%}% (z) dx

14 (yla 92)
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CAPITULO 8. E.D.L. NO HOMOGENEAS

1 X 1 X
Yp = U1Y1 + VoY = —éxe + ) (Inz) ze

La solucion general de la ecuacion propuesta es:

1 1
Y=y +y, = cie’+ core’ — éxez + §$€I Inz
= e Co 5 re 2336 nx

1
= cie® + kxze® + 5:1069” Inx

1
= " <01 + kx + §xlnx)

8.4 Meétodo de variaciéon de parametros para
resolver "' + P, (z)y"+ Py (z)y' + P (z)y = R (7)

Tomemos la ecuacién forma

v'+Pi(x)y" + Py (2)y + P () y = R(x) (8.11)

Una soluciéon particular de (8.11) tiene la forma:

Yp = V1Y1 + V2Y2 + V3Y3

Como vy, v, v3 son funciones desconocidas de z, se necesitan 3 ecuaciones para
) y» U3 )
poder determinarlas.

Estas ecuaciones son:

vy + vhys + viys = 0
vy + vhyh + vhys =0 (8.12)
viyy + vyys +vsys = R(x)

La solucion de este sistema por la regla de Cramer es:
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8.4. METODO DE VARIACION DE PARAMETROS PARA RESOLVER
Y" 4+ P (X)Y"+ Py (X)Y' + P;(X)Y = R(X)

0 Y2 Y3
0 yy s
R(z) vy vy
W(y17y27y3)

Y1 0 Ys
v 0y
Yy R(x) yj
W(y17y27y3)

yi y2 0

noy 0

i vy R(x)

W(yla Y2, y3)

Después se integra cada v, para obtener los v;, sin tener en cuenta las constantes
de integracion, porque se esta buscando solamente una soluciéon particular.

/ —_—
U3 =

Ejemplo 8.10

"

y" +y =secx

m> +m
m(m2+1) =0

VvV
raiz real raiz compleja

myp =0 mo =11 =0+1
N s - g
La solucion general de la homogénea y" 4+ 1y’ = 0 es:

yp = c1€" + e cos br + c3e® sin bx
= 1" + 9% cos 1z + c3e* sin 1z

= ¢+ cycosx+ czsinx
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CAPITULO 8. E.D.L. NO HOMOGENEAS

Donde:
y1 =1 Yo = COST Y3 = sinx
yy=0 y,=—sinz  y,=—cosx
yi =0 yj=—cosx yj=—sinz

Las ecuaciones para hallar vy, vy, v son las de (8.12) donde R(x) = secx

Para calcular vy, vy, v por la regla de Cramer primero calculamos W (y1, Y2, y3)

Y1 Y2 Ys
W o= |y v v
yi Y Y

1 cosz sin x

= 0 —sinz cosx

0 —cosx —sinx

2

= sin’z+cos’z =1
0 COS & sin x
0 —sinx  cosx
, secx —cosx —sinzx
v] = =secx
1
1 0 sin x
0 0 COS &
, 0 secx —sinzx
1 cosz 0
0 —sinz 0
, 0 —cosx secx
V3 = = —tanx
1
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8.4. METODO DE VARIACION DE PARAMETROS PARA RESOLVER
Y" 4+ P (X)Y"+ Py (X)Y' + P;(X)Y = R(X)

vy = /vidx
= /secxdx

= In|secz + tan z|

vy = /védw
= —/1dx

= —X

vy = /'Ugdx
= —/tanxdx

= In|cosz|

La solucion particular de la ecuacion propuesta es:

yp = U1Y1 + U2Y2 + U3Ys
= In|secx +tanz| x 1 + (—z) cosz + In|cos x| sin =

La solucion general es:

Y="Yn+y,=c1+cacosx + czsinz + In|secx + tanz| — x cosz + sinz In |cos z|

Ejercicios 8.1
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CAPITULO 8. E.D.L. NO HOMOGENEAS

1. Resolver las siguientes ecuaciones por el método de variacion de parametros.

a) y' =2y +y="5
b)y —y—2y—€

o)y +iy=at

d) y 4)—590

e) y" + 4y = tan 2z

f) y”+2y +y=c"lnx
g) y' =2y — 3y =64re™®
h) y" + 2y + 5y = e Tsec2x
i)y —2y =evsinx

7) y"'—i—y = cscw

k) y' — 6y + 9y = <5
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9 El Operador Diferencial (D)

9.1 Algebra del Operador D

El operador D tratado en este capitulo proporciona una notacién conveniente para
ahorrar tiempo o simplificar los métodos para resolver E.D.

Definicion 9.1 Un operador es un simbolo que indica una operacion a realizar.
Definamos al operador D para indicar que se efectie la derivada con respecto a x
de otra variable.

Ejemplo 9.1
dy du d*u d*u
YT d YT YT e R
Du=1-u=u (9.1)

Donde u es una funcion de x.

Definicién 9.2

Fa) - Dy = (o) (9.2
vy= dzF ’
Ejemplo 9.2
d?a3
522 D%*x® = 5a? = 52262 = 302°
dx?
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Teorema 9.1
(aDk + bD’”) y = aD"y +bD"y

aD* - bD"y = aD* (bD"y)
(aD* +bD") y = (bD" + aD*) y
(aD*) - (bD")y = (bD") (aD*) y
[aD* + (bD" + ¢D*)] y = [(aD* +bD") + ¢D*] y
aD* (bD" - ¢cD*)y = (aD" - bD") (cD*)y

aD¥ (bD" + c¢D*®) y = aD* - bD"y + aD" - cD*y

Donde y es una funcion de x, (y (x))

Definicion 9.3 El operador polinomial diferencial.

" - ny dnfly
(aOD + a1 D —I—...—I—an)y:ao + a; — + ... Fayy
dx™ dxn—1
Ejemplo 9.3
d2y3 dy3
5D* +2D +3)y® = 5—"5 42— +3°
(5D*+2D +3)y T T2+
= 30y + 6y* + 3y°
Ejemplo 9.4

a’D? +2aD — 3 = (aD + 3) (aD — 1)

(D—a)(D—0b)y=[D*—(a+b)D+ably
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9.1. ALGEBRA DEL OPERADOR D

Ejemplo 9.5 Resolver y" — 5y + 6y = 6. Usando el operador D transformamos
la ecuacion en:

(D*=5D+6)y =6

La cual se puede factorizar como:

(D-2)(D-3)y=6 o (D-2)(D-3)y=6
Sea z = (D — 3)y, entonces:

dz
D—-2)z=6 — —22=6
( )z = o z

Esta tltima ecuacion diferencial es una E.D.QO. lineal donde:

El factor de integracion es:

I (.CC, y) _ efP(z)dz _ ef(72)dz — o2

=
L (1@)2) =1 @) a ()
— z)z)=1(z)qg(x
dx ¢

=
ey = e 6dx + ¢
ey = 6/6_2xdx+c

672:):

ey = 6(— 5 >+c

=

149




CAPITULO 9. EL OPERADOR DIFERENCIAL (D)

Reemplazamos z en z = (D — 3)y, por lo tanto:

(D—3)y = —3+ ce*

d
—y—3y:3+cezx
dz

La cual es una E.D.O. lineal, donde P (x) = =3, Q (x) = 3+ ce*®
Se resuelve por el método del capitulo IV y se obtiene:
y=1+c1e* + e

Nota: En este ejemplo se observa que para resolver la ecuaciéon de 2° grado

y" = —by' + 6y = 6, el uso del operador la convierte en dos E.D. lineales.
dz dy
— —22=6 = —3y=3+ce™
I z I Y +ce

Ejemplo 9.6 Resolver:
y" — 3ay” +3a*y —d’y =0 (9.3)
Aplicando division sintética obtenemos:

1 =3a 3a®> —-a® | a

150




9.1. ALGEBRA DEL OPERADOR D

La ecuacion se puede escribir como:

(D—a)(D—a)(D—a)y=0
Sea:

z=(D—-a)(D—a)y

Entonces (9.4) se transforma en:

(D—a)z=0
O sea,
dz
——az = 0
dx
dz
— = az
dx
dz
— = adzx
z
Inz = ar+c
6lnz — eax-l—cl
z = ce™

Reemplazando (9.6) en (9.5) se obtiene:

(D—a)(D—a)y=ce™
Seam = (D —a)y, entonces en (9.7) se transforma en:

dm

(D —a)m = ce™ 0 sea — —am = ce™

dz
La cual es E.D.O. lineal, donde P (z) = —a, Q (x) = ce™

(9.4)

(9.5)
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CAPITULO 9. EL OPERADOR DIFERENCIAL (D)

Se resuelve (9.10) por el método del capitulo IV y se obtiene:

m = (cx + c3) e** (9.9)
Reemplazando m en m = (D — a)y se obtiene:

d
(D —a)y = (cx + cg) ™ 0 sea d—y —ay = (cx + co) ce™ (9.10)
T

La ecuacion (9.10) es E.D.O. lineal. Se resuelve por el método del capitulo IV y
se llega a:

Yy = (clx2 + cox + 03) e
Donde ¢; = %c
Ejemplo 9.7 Resolver:

y'+y —6y=1-06z
Cony(0)=7,4(0)=0

Utilizando el operador D, la ecuacion se convierte en:

(D*+D—-6)y=1-6x

(D—2)(D+3)y=1—6z (9.11)

Sea
(D+3)y==z2 (9.12)

(9.11) se transforma en:

(D—-2)z=1-6z

d
£+2z:1—6x (9.13)
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9.1. ALGEBRA DEL OPERADOR D

La cual es lineal donde P (z) =2, Q (x) =1 — 6x

I (x) — ofP@dr _ [2dx _ 22

(1 —62)e*dx

(1 —62)e*dx

Il
—— —

erdy — 6/5662Id:€

1 1
2x 2x 2z
— 6. = _
< 233'6 26 )

1
e2x —3l‘62x + §e2x+c

9]

N = N =

z=1-3ze* +ce ™ (9.14)
Reemplazando (9.14) en (9.12)

(D+3)y=1—3ze* 4 ce**

d
LA 3y =1— 3we* + ce > (9.15)
dz

La ecuacion (9.15) es lineal. Se resuelve por el método del capitulo IV

Solucion general
Y=+ c1€” + e (9.16)

Para aplicar las condiciones iniciales se deriva (9.16) y se obtiene:
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Dy=1+ 201627 — 3ege™3
Dy (0) = 1+ 2c1€” — 3¢y’

1+ 261 — 3C2 =0
y de (9.16)

0"—01—'—02:7

Entonces ¢y =4 y co = 3, por lo tanto:

y=x+ 4% 4 373

Ejercicios 9.1

1. Ejecutar las operaciones indicadas en los siguientes ejercicios:

a) D%*zd

b) (D + 1) (842)
c) (D—3)z*

d) (D? + a?)sinar
e) (D—4)e™

f) (D +2)(ze™)

2. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (D-2)(D+2)y=0
b) D(D—2)y = 6x
¢) (D+3)D*y=¢"

Ayuda: Hacer z = D?y, resolver para z. En el resultado reemplazar z
por DDy, luego hacer w = Dy, resolver para w, reemplazar w en el
resultado por Dy y resolver para y.
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9.2. EL OPERADOR D Y LA E.D. LINEAL

d) (D=1 (D=2)(D=3)y=0
e) D(D+3)y=0 con y(0)=5 Dy(0)=—9
f) (D*=4)y=0 con y(0)=1 Dy(0)=-10

3. Ejecutar las siguientes operaciones:
a) (D+2)(D+1) (22 x)

b) (D +1)* (D +2) (z2e%)

) D

)

( )eam
d) (D3 + D? —12)¢3

c

9.2 El operador D y la E.D. lineal

Usando el operador D, la forma general de la ecuacion diferencial lineal es:

L(D)y = (apD" +a D" '+ ...+ an-1D +a,)y = X (9.17)

Donde los a; y X son funciones de x

Teorema 9.2

LD)(yi+ya+...+yn)=L(D)y1+ L(D)ya+ ...+ L(D)yn (9.18)

Donde y; + yo + ... + ym representan funciones de x

DF(yr+y2+ .+ ym) = Dyr + Dryp + ...+ Dby, (9.19)
Teorema 9.3 Si Y (x) es una solucion de (9.17) con X = 0, también lo es cY (z)
Demostracion:
Para L (D)[Y (2)]=0 =

D¥[cY (z)] = eD*[Y (z)], k=0,1,...,n (9.20)

155




CAPITULO 9. EL OPERADOR DIFERENCIAL (D)

Por lo tanto:

L(D)[cY (z)]=cL(D)[Y (x)]=¢c-0=0 (9.21)
Teorema 9.4 Si Y] (z), Yz (x),..., Yy () son soluciones de (9.17) con X = 0,
entonces yy (x) = c1Y1 (), y2 () = Y2 (2), ..., Ym () = ¢ Yo () son solucio-
nes.

Teorema 9.5 Siy = Y, (z), y = Yo (2),..., y = Y, () son soluciones de una
E.D.lineal homogénea, entonces:

Y=Y (z)+ Y (z)+...+ Y, (9.22)

Es una solucion.

9.3 Teoremas basicos relativos al operador D

Teorema 9.6 Si P (y) es un polinomio, y X es una funcion de x que tiene n
derivadas, entonces:

P(D) (e X)=¢e"P(D+a)X (9.23)
Ejemplo 9.8
(D? — 4) (4?) = e [(D+2) — 4] a?
= ¥ (D*+4D) 2
e* (2 4 8z)

Nota: Si en (4.10) se hace P (D) = S (D — a) y se intercambian miembros, se
obtiene:

e"S(D)X =8(D—a)(e”X) (9.24)

Teorema 9.7
kD" (e®®) = ka"e™® (9.25)
(D+a)" (e7X) =e D" (X) (9.26)
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9.3. TEOREMAS BASICOS RELATIVOS AL OPERADOR D

Teorema 9.8 Como un polinomio P (D) es una suma de términos de la forma
kD™ entonces:

P (D) (e") =e*P (a) (9.27)
Ejemplo 9.9

(D*+3D*+4)e™™ = e *P(-2)
= e [(-2)" +3(-2)% + 4]
= e ¥ [16 + 12 + 4]
= 32

Ejemplo 9.10 Resolver la siguiente ecuacion:

y' 4+ 2y +2y=e "sinx

Usando el operador D la ecuacion se escribe como:

(D2 +2D + 2) y=-e “sinx

Multiplicando por ela ecuacion, se obtiene:

e’ (D2 +2D + 2) y=e€" (e*x sin a:)

e’ (D2 —|—2D+2)y =sinx
Aplicando (5.1) cona =1 S (D)= D?*+2D + 2, entonces:

e"S(D)y=8S(D—1)e*y =sinz
[(D—-1)?+2(D—1)+2] (e"y) = sina

(D2 + 1) e’y =sinx

Sea z = ey =
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(D2+1)Z:sinx & 42 =sing

La cual es una lineal no homogénea con coeficientes constantes y se resuelve por
los métodos del capitulo VIII caso 3, y se obtiene:

z=(c1sinx + cocosx) — greose

Se reemplaza z por €™V y se llega a la solucion:
. ( : 1 )
y=e cls1nx—|—CQCosx—§xcosx

Ejercicios 9.2

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (D+1)°y=uze™

b) (D+1)*y =12e*

¢) (D=2)%y=eXsinx

d) (D*+2D)y = e *sinx

e) [(D+2)2 +4]y=e*sinz

f) (D+1)°Dy=12¢*

9) [(D—=1)"+(D—1)%]y =122%"

Con y (0) =0, Dy (0) =0, D?*y(0) =0, D3y (0) =0
2. Use la formula (4.10) para comprobar las siguientes igualdades:
(I) (D ) ( ) azD4x4 = 4l
by (D —2)" <2“> nle
¢) (D+2) (D —2)* (¢%e*) =0
3. Use la formula (5.1) para comprobar las siguientes igualdades:
a.e3* (D —1)(D—3)x = (D +2) D (ze™3)
b.e?* [(D +2)* + (D +2)*] 2* = (D* + D?) (a%e?")
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9.4. ECUACION DIFERENCIAL LINEAL CON COEFICIENTES CONSTANTES Y EL
OPERADOR D

4. Resolver:
(D—2)°y=e*

Ayuda: Multiplicar la ecuacion por e=2%. Use (5.1) sobre el miembro izquier-

do para obtener D3z = 1, donde z = ye~2%. Hallar 2 y luego use y = ze?*.

9.4 Ecuacién diferencial lineal con coeficientes
constantes y el operador D

Sea ¢ (D)y = @ la ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficientes
constantes. () es una funcion de .

¢ (D)y = (apD" +a: D" ' +... 4 apn-1D +a,) y = Q (2)
Una solucion particular de ¢ (D)y = Q es:
1
(D)

Como ¢ (D) = agD"+a; D" ' + ...+ a,_1D +a, es un polinomio en D, se puede
descomponer en factores.

yp = Q (9.28)

©(D)=aog(D—my)(D—mg)...(D—myu_1)(D—my) (9.29)

e(D)y=ao(D—mq)(D—mg)...(D—mp_1)(D—my)y=0 ap # 0
(9.30)
Es la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes.
(D)= (D—-my)(D—-mg3)...(D—m,)=0
Es la ecuacion caracteristica de (9.30).

La solucion de (9.30) se obtiene mediante los métodos del capitulo VIII y se notara
Yn-
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Una solucién particular de ¢ (D) y = @ se notara y,
La solucion general serd y =y, + yp

Como:

1 1 1

:D—mliD—mliuD—mn

yp -Q ()

Para hallar y, se puede emplear cualquiera de los dos siguientes procedimientos.

Primer método

Resolver una sucesion de E.D. lineales de primer orden obtenidas en la siguiente
forma:

Hacer Resolver Para obtener
u=—Q () d  ppu = Q () u=em"? [[Qe " dx
D—my, dx n
_ 1 dv _ _ _mnpT —Mnp—1T
V= poU & —My_10 =u v=e"" [ue dx
Y= Dfmlw Z—i —my =w y=em? fwe_m”dx
Al sustituir anidadamente los valores de w,. .., v, u, en y se obtiene la solucion

particular yp.

yp:em1x/e(m2—m1)m/e(mg;—mg)az/'H/e(mn—mn1)x/Qe—mnm (dl‘)n
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OPERADOR D

Segundo método

1

2Dy como la suma de n fracciones parciales de la forma:

Expresar

1 i Mo i i Ny,
D—-my D-ms  D-—m,

Entonces la soluciéon yp es:

Yp = nye™” / Qe "™ dx + nge™** / Qe "™ dx + ...+ nye™” / Qe " dx

Ejemplo 9.11 Resolver
y// . 3y/ + 2y — e5x

(D*-3D+2)y=€¢" = (D-1)(D-2)y=¢"

La solucion de la homogénea es:

Yp = 167 + coe*”
La solucion particular de la no homogénea es:

1 1.
D—1 D—-2°

Yyp =

Por el primer método:
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Por el seqgundo método:

1

1

Yp =

Entonces:

La solucion general es:

D—1 D—2

o [ e / A
e/ézl/‘

/ / 3z dx

/e zl)) 3 dx
%ex/e“da:

5r __ n 12 5
‘ _<D—1+D—2)€

711:—1 n2:1

”/Qe_mlxderngem%/Qe‘m”dx
161$/Q6_1xdl‘—|—162x/Q6_2$dl‘

_em/e5xe—xdl,+62$/65x6—2md1,

1
o e:):e4:v 4 _621 63:13
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OPERADOR D

1
y=1yn +yp=cie” + ce® + Ee“

Ejemplo 9.12 Resolver por el primer método:

"

y" + 3y — 4y = xe

Solucién:

(D*-3D*—4)y=ze> = (D-1)(D+ 22y = ze X

m1:1 m2:—2 m3:—2

La solucion de la homogénea es:

yp = c1€” + coe 2% 4 cqze”
La solucion particular de la no homogénea es:
1 1 1 o
PTD 1 Dy2 D2 "
Sea u = Hre > =

Du+2u = ze

du
2 —2x
77 +2u = xe
W +2u = ze

u = e_zx/xe_%e_(_m”dx

1
Seav——D+2u:>
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DU+2’U = U

dv 1

— 2 — 2,2
dx+ v 5T7e

1
Vo= e 2$/§x26—2x62xd1,

1 3 —2x
v o= 63:6
Seay:ﬁvﬁ
Dy—y = v
dy 1 5 o
dx vy = 5"

Solucién general:

1 2 2
Y= yntyp = e+ e ere ™ — e <x3 +at gt §>

Ejercicios 9.3

L (D*+5D+4)y=3—2x

2. (D® —5D% 48D — 4)y = >

3z

- (
-<

3. (D*—9D + 18)y = ¢~
-

4. (D*+ D -2y =2(1+2 —2?)
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9.5. EL OPERADOR INVERSO

5. (D* — 1)y = 4xe®

6. (D2~ 1)y = (14 ¢
7. (D*+ 1)y =cscx

8. (D*—3D +2)y =sine™*

9.5 EI operador inverso

Como el reciproco de un polinomio, no se puede interpretar como un polinomio,
1

como un operador diferencial; se debe

1
aoD”—I—---—I—an.Q@)

no se puede interpretar a
p P (aODn++an)

interpretar como el inverso del operador. Esto es: y(z) =
si (@D + -+ + an)y(z) = Q(x).

1

(agD" 4+ -+ ay)
la ecuacion (agD"™ + - - + a,)y = Q(z).

En otras palabras, aplicado a Q(x) produce la soluciéon y(x) de

Una soluciéon de la ecuacion diferencial ¢(D Q(z) estara representada por

)y
e H(D)Q(z) = y(x) si y solo si p(D)y(x) = Q(x

)

Teorema 9.9 Sea ¢(D)y = Q una ecuacion diferencial no homogénea, entonces

1 1

. D a) _'_a)Q(ZL‘) (9.31)

Ejemplo 9.13 Hallar una solucién particular de y' — ay = x?e®®

Usando el operador D se convierte en: (D — a)y = x%¢®®, donde Q(z) = z?%
aplicando el teorema se llega a:

1
- 2% donde p(D) =

D—a

yp:D—a
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1 1 1 1
yp — B a+ax26az = e (51.2) = e <§ZL‘3) — g‘,L,3€az

aqui
1
Bx:/xd:p, —x—/( )
Teorema 9.10 Si Q(x) = Q1(x) + Q2(x) + - - - + Qn(z), entonces
1 1 1
Yp = m@(w) = m@l(@ + m@ﬂx) -+ an(ﬂf)

Ejemplo 9.14 Hallar una solucion particular de (D° + D* — 6D3)y = z*

(D5—|—D4—6D3)y:x2<:>D3(D2—|—D—6)y:x2:>
1
(D2+D—6)y_ﬁx = (D*+D—-6)y= [ [ [2%dx
1
= (D?*+D—6)y=—1°

a partir de esta nueva ecuacion se puede hallar la solucion particular.

9.6 Métodos abreviados

9.6.1 Casos especiales

Los siguientes son algunos métodos a los que se les conoce como “abreviados” para
indicar su simplicidad.

Caso a) Si Q(z) = e, entonces

e’ = e” wla) #0 (9.32)

Ejemplo 9.15 Hallar una solucion particular de y" — 2y" — 5y’ + 6y = e*®

166




9.6. METODOS ABREVIADOS

Usando el operador D se obtiene
(D? —2D* = 5D + 6)y = e** = (D — 1)(D — 3)(D + 2)y = €**, aqui a = 4
1

e reemplazando D por a = 4

PO DD -3)(D+2)

1 4z 1 4z 1 4z
= € = (& = —€
T U D)A—3)4+2) 3x1x6 18

Ejemplo 9.16 Resolver (D? —5D? + 8D — 4)y = €** + 2¢% + 3e™°

D3 —5D?+8D —4= (D —1)(D - 2)?

1 2x
o= D-nm-_22° T

2 i 3 .
EN A

(D—1)(D—2)2°

1 1, 2 1, 3 Y
- <D2)2<<21>€2>+<D1> <<1z>2€>+<11><12>2e
1 2 1

_ 2z A

- oo To-on° 6

_ 1 2x 2 6:):7167:1:
(D —2+2)? (D—1+1) 6

_ 1 2 2 T —x

= D2e +De 66

1 1 1
= ¥ / /(dﬂc)2 + 26x/d:c — Ee*”” = §x262x + 2ze” — 667:”

La solucién de la homgénea asociada es: y;, = c1€* + c2€%® + cywe?®.

La soluciéon general es  y = yp, + yp

Teorema 9.11 .

D—a

et = re™ (9.33)

Ejemplo 9.17 Hallar una solucion particular de y" —y' = e*
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Caso b)

1 1

(D =Dy = & =y = Fr—pe" = Frm— =
1 1, 1 )
= DD+ 1) [D_le}:mxe por (9.33)
1 - 1 . xe’
T DD Tl T2

Si Q(x) =bx* y (D) = a, D" + ap_ 1 D"t + -+ ayD?* + a1 D + aqy
= o(D)y = (a,D" + a1 D"t + -+ a3 D?* + ay D + ag)y = ba*, ag # 0

1 1
=y, = ——bk" = bk*
D n
(D) a1+ 2D+ 2p2 4.4 D2pn
Qo Qo Qo
1
Si se hace un desarrollo en serie de se obtiene
p(D)
b
Yp = - [1+01D—|—02D2+---+cka] z*
0
2 . . 1
donde (1 + 1D+ CoD? + - -+ 4 ¢, Dy)/ag es la expresion en serie de D)
¥

si ag = 0, entonces
@(D)y = (anD"+ay_1 D"+ -4a1D?) = D(a, D" 2 4a,_ D" 3+ +ay)
y = Q(z)

Siap =0y a; =0, entonces
@(D)y = (a, D" +a, D" ' +---+a,D?) = D*(a,D" %+ a, D" 4+
az)y = Q(x)

En general
¢(D)y = D"(a, D" + -+ a1 D +a,) - Qx)  a, £0
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si Q(z) = bk™ = ¢(D)y = bk”

sik=0=,
1 b
yp (,D(D)[] ao 0# ( )

NOTA: Si ¢(z) es un polinomio de grado n, se puede utilizar la siguiente formula
para hallar una solucion particular de (D + a)y = Q(z)

1 (1/a)Q(x) 1 [ D D? 2 D"

it sy alll B R

Ejemplo 9.18 Calcular [ z*e*dx utilizando 9.51 y 9.35

} Q) (9.3

an

1 1
/:pd‘e%d:p = —(z%e*) =e* < 4) por (9.31) , donde a = 2

D D+2"
L, 1 4
-t ———— 9.33
3¢ 14 D/Qx por (9.33)
1, 1 1 o 1 5 1 4 4
Sl = 2D+ =D~ =D+ —D .
5¢ ( 5 + 5 S + 16 ) por (9.35)
1 3
= 562:”(334 —22% +32% — 3z + 5)

Ejemplo 9.19 Hallar una solucion particular de y” — 2y’ = 6x — 62>

(D* —2D)y = 6z — 62° = D(D — 2)y = 6z — 62* =

=y, = ﬁ(&c — 62?%) = % <ﬁ(6x — 63:2))

aplicamos la féormula 9.31 con a = —2
11 . D 6 1 . D N D? 622
T D5 ) o T (22"
_ 4 _1% + 3] 1[62+6 + 3]
= Dl 2 x — |62 x
1] 3 5 3| 1, o 2, 3
= D_Sx 2+3x +3x+2}—D[3x]—/3xdx—x
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Ejemplo 9.20 Hallar una solucion particular de y'V' — 2y — 2y = x*

1
212D+ D"
=y, = (3 —3D*+ 1D*) 2* = 1a* + 62 + 6

(24+2D?+ DYy =2t =y, = 4

Ejemplo 9.21 Hallar una solucion particular de y" — 2y’ — 3y =5

(D?*—2D —3)y=5,aquiag=—3,a1=—-2,a3=1,b=5k=0

5
Y, = ——52" = —= por formula 9.34
" e(D) 3

Ejemplo 9.22 Hallar una solucion particular de 4y” — 3y’ + 9y = 5a?
(4D* —3D +9)y =522 aquiag =9, a; = —3,as =4, b=5k =2

1 1 ) 1 1 5) 2 2
#(D) 91— =D+ DY)

Ejemplo 9.23 Encontrar una solucion particular de y® — y®) = 222

(D5 — D3)y =22% = D3(D? — 1)y = 222

1 1 1
= . (223) = — 212
= ooy m{m—ﬁxﬂ
1 1
(22%) = Gt aatar = L a1 =0, a = 1, b =2, k=2
1 1

1—-D2"

2= -2(1+ D?)a* = —=2(2* +2)

Caso c) Si Q(z) = sin(ax + b) o Q(z) = cos(ax + b)

sin(ax 4 b) =

sin(ax + b), o(—a®) #£0  (9.36)

1
(D) o(—a?)

170




9.6. METODOS ABREVIADOS

1
p(D?)

cos(axr +b) =

Yp = cos(ax + b), o(—a®) #0  (9.37)

p(—a?)
Ejemplo 9.24 Resolver y" + 4y =sin3z a=3,b =0

La solucion de la homogénea es y;, = ¢ cos 2x + ¢ sin 2x

1 1 1
(D2+4)y = sin 3r = yp = msin&p = msin?)x: —gsin?)x

1
Y =Y+ Yp = C1C082x + Cpsin2x — gsin3x

Ejemplo 9.25 Hallar una solucion particular de

y™ +10y” + 9y = cos(2x + 3)

(D*+10D*+9)y =cos(2z+3) a=2,0=3

Yp = L -cos(2x + 3) = L
8 (—=(22+9)(=(2)*+1)

(D> +9)(D° + 1)
= (_31)(5) cos(QJj + 3) = —1—15 COS(Q% + 3)

Ejemplo 9.26 Hallar una solucion particular de (D* + 3D — 4)y = sin 2z

-cos(2z + 3) =

1 1
- = gin2r = in?2
D2+3D_4smx (D+4)(D_1)smx

Yp

Se puede observar que el operador no es de la forma entonces no se puede

1
p(D?)’
aplicar el método abreviado (formula 9.36). Se recurre a hacer transformaciones
en la parte que contiene el operador hasta que esta parte solo contenga el término

D2
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B 1 o (D —4)(D +1) -
T Dy T Dy -—DD-4HD+1)
_ (D-4HD+1) . oy — D?—-3D —4 19
IR 5 (o R GRS T[S CI Ry R
D? -3D —4 | 1 ,
= mstav:m(DQ—?)D—ll)stm

1
= W(DQ sin 2x — 3D cos 2z — 4sin 2x)

1 1
= m(—4sin2x — 6cos 2z — 4sin2z) = —E(4sin2m + 3 cos 2x)

Otra forma de proceder seria la siguiente

1 1

fr __ qi 2 f 1 2 g 1 2
yp D2+3D_4SH1 X (_(2)2+3D_4)Sln X 3D_8SIH X
(BD+8) . 3D+8 3D+8
3 = —————SINZLYX = —————————— S1n z2&
(BD —8)(3D 1 8) 9D? — 64 9(—(2)%) — 64
L (3D 1 8)sin2 L (6 cos 20 + 85in 20) = —— (4 sin 2u + 3 cos 22)
= — in _ _
100 S X 100 COS 2T SN 27T 50 SN 2x COS 22

Ejemplo 9.27 Hallar una solucion particular de y” + 4y = cos 2z + cos 4x

Yp = €1 COS 20 + coSinx

1 1
Y = T +4(COS2ZL‘ + cosdx) = D21 a cos 2z + mcosélx
Obsérvese que no se puede utilizar la formula 9.36 para evaluar ——— cos 2

D2+ 4
porque cuando se sustituya D? por —(2)? el denominador se vuelve cero; para
evitar esto se modifica el valor de a aumentandole una cantidad ficticia muy

pequenia (h — 0)
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1 1
m cos2x =~ D2 T 1 COS(2 + h).fU = m COS(2 + h).fU =
1
= —m COS(Q"‘h).T
. 1,
= —m(COSZ$—hl‘Sln21‘—§(hx) cos2z +---)

Al aplicar el teorema de Taylor a cos(2 + h)z.

Como el primer término (cos2x) hace parte de la solucién de la homgénea, se
puede pasar a dicha soluciéon y aqui no necesita ser considerado, entonces

1 1
COS<2 + h>33' = 7(hx sin 2x + §<hx)2 cos2x + - - ) —

D? + 4 h(4+ h)

1
= ﬁ(wsirﬂx—l— éhﬁcost—l—---) =

1 1
= 4+h(:psin2x—|— éhﬁcost—l—---) =

Haciendo h — 0

1 1
D cos(2 + 0)x = Zx sin 22 = D71 cos 21 = Z:c sin 2z, ademéas
1 1 1
m COS4.T = W COS4Z’ = —E COS4Z’
1
Entonces y, = Zx sin 2r — — cos 4x

Ejemplo 9.28 Hallar la solucion particular de (D3 + 4D)y = 4 sin 2x

1 1 1
Yn 3 I 1 Sl 2T ( 5 n 4) |: S ZL‘:|

1 1
= 2ra {4/sin Qxdx] = Dria (—2cos2z)
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aqui no se puede usar 9.36 porque involucra una divisiéon por cero.

0

Recuerdese que ¢ = cosf + isin 6, entonces

cos 2x = Re(e™®) = Re(cos 2z + i sin 2z)

—2cos 2x B — Q¢
= — = (A
9= "pr g D214
2

(D+20)2+4
‘ 2
— R 2
© ¢ D2y4iD
1 =2
= R 12T _“
e D+M[D]
—2x
D+ 4i

ahora aplicando 9.35 donde a = 4i y Q(z) = —2z, se obtiene

= Re e

= Re e

, 1 1
yp, = Ree™ (5290 — g)

1 1 1 1
= Re [(cos 2 + isin 2x) (izx — g)] = —g o8 2r — 5 sin 2z

1
Como —= cos 2z satisface la ecuacion homogénea (D? + 4D)y = 0 entonces se

puede descartar como soluciéon particular, por lo tanto

Yp = —§x sin 2x
Caso d) Si Q(z) = eV (z), donde V(z) es cualquier expresion en x

1 axr — T 1 T
SO(D)B V(z) = D +a) +a)V( ) (9.38)

Yp =

174




9.6. METODOS ABREVIADOS

Ejemplo 9.29 Hallar la solucién particular de (D* — 4)y = z%e3*

Aqui v(z) =22, a=3
— 1 2.3z _ 3z 1 2 _ 3z 1 2 _
WDt T Dy —y " T D y6D+5 ¢
1 6 31 2012 62
(- —D+—D*|a?=e¢" (T - Zpqp —
5 25 125 5 25 125

Ejemplo 9.30 Hallar la solucion particular de (D? + 2D + 4)y = €% sin 2z,

Aqui V(z) =sin2z, a =1

1 1
Yp D2+2D+4€ sin2z = e (D+1)2+2(D+1)+4sm x
= " —————sin2z
D24+4D+7
= e _(2)2+4D+751112x:e msnﬂx
z 4D — 3 o . 4D -3 | 5
= e sin2z = e*————sin 2z
(4D + 3)(4D — 3) 16D2 — 9
. 4D-3
— S ——
‘T -9
4D — 3 z
= —¢' =3 sin2x:—%(8c052x—?>sin2x)

Caso e) Si Q(z) =2V (z), V() = una expresion en x, entonces

Lo D)
b= ooy W = oy T ey @)

(9.39)

Ejemplo 9.31
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Hallar la solucién particular de (D? + 3D + 2)y = xsin 2z, donde V(z) = sin 2z

1 9 1 9 2D+ 3 .
) = ———————=—ITSINLY = —————=SINLY — —F———————= SIn
v D? +3D +2 D? +3D +2 (D2 +3D +2)2

por 9.39

1 . 2D + 3 -
T— =< 9S1 Xr — Sin
—(2)2+3D +2 D'+ 6D3 + 13D+ 12D +4 "

2D + 3
sin 2x — + sin 2x

“3D -2 (421 6(—4)D+13(—4) + 12D +4

Por 9.36 se sustituye D? por —a?

. 9 2D + 3 9 1 .2+1 2D+3.2
= ———sin2r — ——————sin2x = in - in
3D — 2 —4(3D + 8) 3D 2T 3p 87
. 3D +2 sin 22 + 1 (2D +3)(3D —8) sin 2
= - 1:
(3D -2)(3D+2) 4 (3D+8)(3D-138)
3D+2 1 (2D+3)(3D—-28) .
= ) Z.
z9D2_4sm z+4 (9D2—64) sin 2x
- 3D +2 sin 22 + 1 (2D +3)(3D —8) sin 2
= =z re Z. z
9(—(2)?) —4 4 (9(=(2)?) —64)
_ _x60052:v+2sin2m n 24 sin 2x + 7 cos 2x
o 20 200

9.6.2 Fracciones parciales del operador inverso
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9.6.2.1 Expansiéon de Heaviside

Cuando las raices de la ecuacion caracteristicas son distintas entonces puede

1
o(D)

ser reemplazado por una expansion en fracciones parciales, entonces

p(r) =
1 .
Donde Ay = ———, ¢(r) = ao(r —r1) - (r —my), r1--+ , 7, distintas
' (7k)
En genral:
Lo =Y 5 —a)
—Q(x) = x
¢(D) 1 D —ry
Por tanto
1 LA,
x) = x
aO(D—T1)~-~(D—Tn)Q( ) kZlD—ruQ( )

Ejemplo 9.32 Hallar la solucion general de y" — 5y" + 8y’ — 4y = 2e**

(D3 —5D? + 8D — 4)y = 2¢*

1 2 4z 1 2 4z 1 2 4z
= —Z€ = (A = (A
= (D) D —5D2+8D —4 (D—2)%(D - 1)
Luego
1 1 1 1

(D—2)2(D—1) D—1_D—2+(D_2)2

Por lo tanto

1
— 241_
PTD 1" T D2 (D —2)?
1 1
- 9edr — 9 2
D—1° D—1 11

177




CAPITULO 9. EL OPERADOR DIFERENCIAL (D)

1 1 1 2
m2€4m = 2m€4m = 24 2€4$ = §€4m por 9.32
92 dr _ 2 dr __ 4z
(D—272°° 4—292° ~1°
2 2 2 et
_ 2 4x _ Z 4dx Zodr T
b3 T T

Yn = 1% + cowe”

La solucién general

2x
s g+ gy = (e1 + ) +

9.6.3 Algunos teoremas importantes

Las siguientes son propiedades importantes del operador D.

Teorema 9.12

Teorema 9.13

Teorema 9.14

Teorema 9.15

Teorema 9.16

(D +a)*(e"™Q(x)) = e D"Q(x)

Teorema 9.17

1 . T
———sinar = —— cos ax
D2 4+ q? 2a

1 T .
cosar = — sinax
D? + a? 2a
1 xme*
e = , pla) #0
(D —a)™p(D) mlp(a)
1 ax e
(D—a)™ — m!

(9.40)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)
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Teorema 9.18

1 . sin bx
m S11 bl’ = m, a 7é b (946)
Teorema 9.19 !
m Sin ar = % (947)
Teorema 9.20 1 )
cos bx
m COS b[L‘ = m (948)
Teorema 9.21 -
x sin bx
D g2 08T = o (9.49)

Ejercicios 9.4

1. En cualquiera de los casos efectuar las operaciones indicadas usando las
formulas cuyo ntimero se indica

1 4

) p*
[ _1}33@
) (D

~2(e* cos )

a

c
d) (D2—|—4) !sin 3z
e) (D?+4)73 cosdx

2. Hallar una solucién particular para cada una de las siguientes ecuaciones

) (D —1)%y =e"sinz + e** cosz
) (D* —4D + 2)y = 8€e* cos

¢) (D? — D + 2)y = 58¢” cos 3x
) (
) (
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f) DYD? - 1)y = «*

g) (D?>+2)y =23 + 2% + ¢ + cos 3z
2z

h) (D =2y =

22
i) (D?—3D? —6D + 8)y = ze™*
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10 La transformada de Laplace

10.1 Introduccion: Tipos de transformaciones

10.1.1 Diferenciacién

Se observa que la operacion de diferenciacion transforma una funciéon f(z) en otra
que es su derivada. Esta transformacion se puede escribir como:

D[f(z)] = f' (x)

10.1.2 Integracion:

Es un tipo de transformacion que convierte una funcion f(x) en otra funcion que
es su integral.

f[f(x)J:/:f@)dx

10.1.3 Multiplicacién por una funcién:

Es una transformaciéon que multiplica cualquier funcion f(z) por una funciéon
especifica g(z)

M, [f (2)] = g (x) [ (x)
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En cada uno de los ejemplos anteriores, la funcién de la derecha se llama la
“transformada de f(z)”

Cada transformaciéon opera en funciones para producir otras funciones.

Definicion 10.1 Una transformacion general T es lineal si cumple con la si-
guiente relacion:

Tlof (z) + By ()] = aT [f (x)] + BT [g ()] (10.1)
De la expresion (10.1) se concluye que siT es una transformacion lineal entonces
se cumple que:

Tlf(z)+g@)]=T[f(2)]+T[g(z)] (10.2)
Tlof ()] = oT'[f ()] (10.3)
10.1.4 Transformacién integral:
Sea f(x) una funcion definida en un intervalo a < x < b, entonces se define:
b
Tif @) = [ k0] @) do=F () (10.4
Donde k (p, x) es una funcién que depende de una variable = y del perimetro p.

La transformacion (10.4) transforma la funcién f(x) en otra funcion F' (p) que
solo depende del perimetro p.

En analisis matematico se han estudiado varios casos especificos de (10.4) cuando
se han fijado otros valores de a, by k (p, z)

Un ejemplo de esto es la famosa transformada L de Laplace. la cual se obtiene
cuando:

a=0, b=oo, k(p z)=e"®

O sea:
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Definicién 10.2 Si f(x) estd definida para todo valor de x > 0 y si p es un
numero real tal que:

Fi)= [ e

Converge para algin valor finito de p = F (p) es llamada la transformada de
Laplace de f(x), entonces:

LU@H:AWEWf@szF@) (10.5)

Nota: La integral impropia en (10.5) se define como el siguiente limite y existe
solo cuando existe este limite:

b

/ e P f(x)dr = lim [ e P f(z)dz
0 b—oo [

Cuando existe el limite de la derecha, se dice que la integral impropia de la iz-
quierda converge = f (x) tiene transformada de Laplace.

Nota: No todas las funciones f(x) tienen transformada de Laplace. Para que
una funcion f(x) tenga transformada de Laplace debe cumplir con las condiciones
enunciadas en el siguiente teorema (condicion de suficiencia pero no necesaria).

Teorema 10.1 Si f(z) es continua o continua por intervalos en un intervalo
finito cerrado 0 < z < b, b > 0 finito y si f(z) es de orden exponencial p,
entonces la transformada de Laplace para f(z) existe para s > p

Definicién 10.3 Una funcion f(x) es de orden exponencial p si existen las cons-
tantes p, M y xq tales que:

e P f(x)| < M para todo x> xg (10.6)
0
If ()| < MeP®  para todo x> x (10.7)
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Ejemplo 10.1 Demostrar que f (z) = 2* es de orden exponencial 3.
Aqui p = 3 supongamos que M = 1, entonces:
}:c2} <1xe para todo x> 19 =10

22

Ejemplo 10.2 Demostrar que f (x) = e* no es de orden exponencial.

Usando la expresion (10.6) tenemos:
_ 2 _ 2 _
e PTTT — pmprtat _ ez(z D) o

oo cuando x— 0o = no existe un M tal que:

ePrle” | <M
O que:
el < MeP*, por lo tanto
e” no es de orden exponencial, luego

f (z) = €’ No tiene transformada de Laplace.

Ejemplo 10.3 Demuestre que f(x) = sinax es de orden exponencial o para
cualquier o > 0

Sabemos que:

—1<sinar <1 = |sinaz| <1

lime ™ |sinaz| =0.1<1 = |[sinaz|<1xe™
T—00

f(z) =sinax es de orden exponencial o, @ > 0
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Nota: Existen funciones que no cumplen el teorema (10.1) pero tienen transfor-
mada de Laplace, por ejemplo:

fla)=a"2
Esta funciéon tiene una discontinuidad infinita en z = 0 por lo tanto no es continua

por intervalos pero su integral de 0 a b existe y puesto que esté limitada por valores
grandes de x, existe su transformada de Laplace.

De hecho para p > 0 se tiene:

1 © 4 Seat=pr = dt=pdx N z=1
L|:3;' 2i| = e PPr~adx ot 1 11 P
0 dx:—,x2:p 212
p

= pé/ et 2 dt { Sea t = s*> dt = 2sds
0

= Qp_% / e 5 ds
0
_ \/?
p
Ejemplo 10.4 Hallar la transformada de Laplace de f (x) =1

> 1
F(p)=L(1)= /o e Prdx = —Z—)e’pz

1 1
=—0——e ==
p p

Ejemplo 10.5 Hallar L(f (z) = z)

> Seau=1x = du=dx
_ —pz
L(z) = /0 e zdz { U= —%e_px <= du = e Pdx
B {—xe‘pl’ e_m] o

185




CAPITULO 10. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ejemplo 10.6 Hallar L (x?)

L(xQ) = / e PPl dy

f =22 = du=2xd
= hm/ z?e Prdx {u x1:> b e
0

R—oo U= —;e‘m <= dv = e Pz
R
— 2
= lim [_x pr _ —e P —367’1}
R—o0 p p 0
—R? 2R 2 2
— lim [ PR _ > Z2t PR _36pr+ _3}
R—o0 p p p

Sip<0 = }%im (—%Qe_pR> = 00 = la integral impropia diverge.
—00

Sip =0, el limite es indeterminado, no existe, la integral diverge, o sea:

oo 0o R RB
e Prpdy = e P*022dr = lim 22dr = lim — = 0o
0 0 R—o0 0 R—o0 3

St p > 0 aplicamos la regla de L’Hopital para calcular el limite:

—R? —R? —2R )

lfm e Pf) = lim = lfm = lfm =0
[ —2Re" . (2R ) —2

lim { ———— | = lim = | = lim =] =0
R—o0 % R—o0 \ peP R-00 \ p2eP

, —2e PR , —2
lim 3 = lim 3 =0, entonces
R—o0 D R—o0 \ p3epl

Parap >0
—R%e PR 2Re PR 2e7PR 9 2
h’m{ e +—3}:0+0+0+—3
R—roo p p p p p
Luego:
9 2
L@)Zﬁ
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10.2 Tabla de transformadas de Laplace

| N[ /@ | LU @) = F(p)
1 1 -, p>0
2 5: >0
n!
3 z", n=0,1,2,3... n+1,p>0
4 er p_a7 p>a
5 sin(ax) ﬁ, p>0
p
6 cos(ax) PRt p>0
7  sinh(az) ]ﬁ, p > lal
cosh(ax) ﬁ, p> |a
n—1 1
g 2 —n=1,2,3...
(n—1)! p"
e wxn—l
9 ,p>0
(n—1)! w—ay "’
p—a
10 ar b —_— >
e*® cos(bx) (p—a)2+b2’p a
11 e sin(bx) b >0
€% sin(bx e
-+ ?
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CAPITULO 10. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

1
ge‘”‘ sin(bx)

edT _ ebaz

a—b

az_bebaz
a—>b

ae

;—a sin(ax)

x cos(ax)

1 .
503 (sin(azx) — ax cos(ax))

cos(ax) — cos(bx)
b2 _ o2

asin(bx) — bsin(ax)
ab (b2 — a?)

- gi-
8

N

e*® sinh(bx)

e*® cosh(bzx)

(p—a)(p—"0)

1

b—ap +¥

L a#b

(p2 + 0/2)2

p 2 2
FPra@Eie “ 70

1
(p? +a?)(p* + b?)

, a? # b?

s
N =

=
ol

b
m,p>|b|+a

p
m7p>|b|+a
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10.3 Propiedades de la transformada de Laplace

Para las siguientes propiedades se supone que las funciones tratadas cumplen con
el teorema (10.1). o sea que son continuas o continuas por intervalos y son de
orden exponencial « o sea:

f(z) € E,

Teorema 10.2 Linealidad

Si f1 y fo € E,, entonces para dos constantes ¢ y ¢
Si C1f1 (l’) + Cgfg (l’) € Ea =

Lleifi (x) + cafo ()] = e1 L [fi (2)] + 2L [ fo ()]
Teorema 10.3 Si f (z) € E,, entonces:

n d"

w[F(pﬂv HEZ+

Lz"f (z)] = (=1)
Teorema 10.4 Traslacion
Si f (z) € E,, entonces:
Le®f(@)]=F(p-a), (p>ata)

Teorema 10.5 Si f (z) € E, y si 11’1%@ eriste, t >0 =
T—r

Teorema 10.6 Desviacion

Si L[f (z)] = F (p) yG(x):{ f(:co—a) iiz

LG (2)] = e F (p)
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Teorema 10.7 Cambio de escala

SiL[f(x)l=F(p) =

Ejemplo 10.7 (Teorema 10.2)

L [41‘2 — 3cos2r + 56_9”]

AL (2*) — 3L (cos2x) + 5L (e™*)

s (B s (2 g5t
P p*+4 p+1

8 3p 5
- 3 2 +
p? p°+4 p+1
Ejemplo 10.8 (Teorema 10.3)
Calcular L (x®e*")
Sabemos que L (e**) = zﬁ’ entonces:
d 1 1
L xe2l‘ - _1 ! e < ) = 3 =
d? 1 —2
L(:L,262an) — (_1)2_2 < ) _ .
dp* \p — 2 (p—2)
d? 1 —6
L (2°e*) = (—1)° — < ) = .
dp*> \p — 2 (p—2)

Ejemplo 10.9 (Teorema 10.4)
Calcular L (e™* cos 2x)

Por tabla sabemos que:

)
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L (cos2x) =

Por propiedad de traslacion L [ f (z

L [e‘x CoS 2:10}

Ejemplo 10.10 (Teorema 10.5)

Calcular L (w)

T

Sabemos que:

L(sinz) =

, sinz
lim
z—0

I <sinx)
x

Ejemplo 10.11 (Teorema 10.6)

Sz’G(ﬂU):{ (x_o2)3

t>2
t <2

p
p?+4

)] = F(p—a), entonces aqui a = —1

p—(=1)
(p—(-1))° +4
_p+l
(p+1)>+4
_ptl
pP+2p+5

=1, entonces

>~ 1
/ 5 du
» u?+1

o0

tan—

Calcular L (G (x))
Aqui a = 2
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Sabemos que

Aplicando el teorema tenemos:

L@ =er ) = e (5) =

Ejemplo 10.12 (Teorema 10.5)

Calcular L (M)

xT

Sea f (z) = sin3x

3
F = L (sin3z) =
(p) (sin 3x) PR
i S5 6, 3T [ opital
z—0 z—0
El limite existe =
I <sin3x) _ /OO 3
x » PPF9
R
3

= lim ——du

R—o0 » u? +1

. R

= 1lim3 | =tan™! u

R—o0 3 3

p
R

= lim <tan_1 — —tan~! ]—?)

R—o0 3 3
= — —tan ! b_ tan™' =

3 p
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Usando el teorema 9.7 de cambio de escala por ejemplo 9.1

i 1
L (smx) = tan™? <—) , luego
T p
sin 3z sin 3x
L =1 L
=) (%)
1 3
- %t(m_l (@) = gtanfl <]—?) , luego

Ejemplo 10.13 (Teorema 10.7)
Si L (sinz) = pQLH = F(p)
Calcular L (sin Tx) a="7T

Por el teorema:

LI (a2)] = +F ()

1
L(sin7r) = - X ——5——
RS
7
p? + 49
Ejemplo 10.14 Calcular L (e **sinbz), aqui a = —2, b=15

a) Por formula 11

5
L (6_2”” sin 51‘) = 5
(p—(=2))" +5°
B 5
(p+2)°+25
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b) Por teorema 10.4 a = =2 y f (z) = sinbx, L (sinbx) = }ﬁ (formula 5)

bt

L(e*sinbx)=F(p+2)= ——s——
( )= Flp+2) (p+2)*+25

10.4 Transformada de Laplace de derivadas

Teorema 10.8 Si L[f (z)]=F(p) = L[f"(x)]=pF(p)—f(0) p>a

Ejemplo 10.15 Si f (z) =cos3z = L{f(2)} = 5, entonces:

L[f”(x)]:L[—Ssin?)x]:p( b )—cos(gxo):p< P )—1

P> +9 P> +9
Teorema 10.9 Si L[f (x)]=F (p) =

L[f" ()] = p*F (p) = pf (0) = f"(0)

T [f”” (l‘)] — ng <p> _ p2f (O) . pf// (0) o f/// (0)

Teorema 10.10 Si f(x) y sus primeros n—1 derivadas son continuas para x > 0

. . dn
y son de orden exponencial o y si dz,{ € L., entonces:

L [ﬂ} — ML (@) = pF (0) = p2 7 (0) . — pf 2 (0) — £ (0)

o c1 Cn—2 Cn—1
dn
: {d—:zg’]:} =p"L(f(2)) —cop"™ ' —ep" P = cpap — e
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10.5 Transformada de Laplace de integrales

Teorema 10.11 Si f (z) € E,, entonces:

[ 1w =)

Ejemplo 10.16 Calcular L {foz sinh Qtdt} aqui f (x) = sinh 2z

2
F(p) = L (sinh2z) = p i 5= p—

z 1 2
L {/ sinh2tdt} = - X =
0 p p°—4

Ejemplo 10.17 Calcular L {fot %du}

Sea f(t) = ftSiﬂdu

0 wu

" d [*sinu
fr) = du g u
y sint
i) = —
tf"(t) = sint
L(tf"(t)) = L(sint)
1
= o

Pero por teorema 10.3
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L(tf" (1) = (1) = (F(p))

Luego

pF(p) = —tan"'p+ec

Sabemos que 11’11%f (t) = lim pF (p)
—

P—oo

lim pF (p) =limf (1) = f(0) =0 = c=2

P—oo t—0 2

1 1 1
pF(p) = g —tan 'p=tan '~ = F(p)=—tan ' -
p

Ejemplo 10.18 Calcular L {ftoo %du}

Sea . )
A R A

Tomando Laplaciano a ambos lados se tiene:
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L{f" (1) = L{-e"'}
v d -1

S
SEFD-FO) =
TOFE) = =
pF (p) = /p+1
pF(p) = In(p+1)+c
ARPER) =S =0 = e=0-

Teorema 10.12 Si L{f ()} = F (p)

Lizf(e)y=-2E -4

= (L @) = -F )

Donde F (p) = [, e f (x) d

Ejemplo 10.19 Usar el teorema anterior para calcular las siguientes integrales.

a) [T te * costdt

b) J; =

Solucion:
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a)

oo oo
/ te * costdt = / e *(tcost)dt

f(@®
= L{tcost}

d
= —%L (cost)

_ d(f p
N dp \p?+1

p’—1
(p*+1)°

Como p = 2 entonces:

& 22 1 3
/ te= 2 costdt = ———s =
0 (2241) 25

T p+1 p+3

Aplicando el teorema 10.5
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10.6. TABLA NO 2 DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

[ -]
= — du
» u+1 wu+3

b1 b
= lim / du — lim / du
b—oo p U +1 b—oo p U +3
b b

= lmn(u+1)| —lim In(u+3)
b—o0 b—ro0

p p

= Jm (n(+1) ~ D (p+1) I (b+3) + I (p+3)

= In(p+3)—In(p+1)

— I <3i3)
p+1
L lf(t) =1L 1(e_t—e_gt) =n|{——| —
t t p+1
00 -t _ =3t
— / e Pt (76 ¢ ) dt = In (—+ 3)
0 t 41
/oo efpt <e—t _ e—Bt) e /oo e—t _ e—3t i@t
0 t 0 t

Cuandop=0 =

et g3t 0+3
——dt=In| —— ) =In(3
/o ; H(O—l—l) n(3)

10.6 Tabla No 2 de transformadas de Laplace

i
+
w

al st

1)

L{/OO cosudu} _ In(p*+1)
t u 2p
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2)

L{/tooe—uudu} =-In(p+1)
3) .

L { / S“;“du} Lt
4) y

&L ) s

5) {5 o)
6)

@ 2
L / sinh2xdx} -
{ 0 p(p*—4)

10.7 Funciones periddicas

Teorema 10.13

a) Si f(x) tiene periodo T > 0 tal que f(x +T) = f(x)

b) Si f(z) tiene periodo T > 0 tal que f(z+T) = —f(z)

Sl e f (z) da
14 e T

Lf(2)] =
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10.7. FUNCIONES PERIODICAS

2.

Figura 10.1: Teorema 10.13

0 ™ 2T 3T 47 5T

Figura 10.2: Ejemplo 10.20

Ejemplo 10.20 f (t) = { Slgt gjgiiigﬂ T=2r>0

f(t+2m) = sin(t 4 2m) = sint
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T
L(f(t) = m/g e P sin tdt

T

B {e PE( psint—cost)}
1-— 6—2”1’ p?+1 0

- e

1 6—2”1’ p?+1

(1- 6‘“’) (P* +1)

Ejemplo 10.21 f(¢) :{ _11 ?iii; T=2
F(t+2) = F(t) porgue f(1) =1y f(1+2)=1
ft)
] j— —
0 1 2 3 4

Figura 10.3: Ejemplo 10.21

_ ey

1—e?
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Ejemplo 10.22 Hallar la transformada de la funcion dada por la grdfica (10.4):

f(z)

0 ™ 2T 3 4 5T

Figura 10.4: Ejemplo 10.22
f(z) es periddica, de periodo T = 2w
En el intervalo 0 < x < 27 se puede definir como:

f(x):{ T 0<z<m

2r —x T<x <27

fo% e P f (z) dx

1 — 6727rp

L(f(x)) =

porque f (z+27) = f(x)
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™

2m
e Prrdr + / e P (2r —x)dx

(6_2”’ —e TP 4 1)

N
¥

Q]

<

8

.

—~

=

QL

8

I
@w| ’_"@w| ’_‘N

(1)’

1 (e 1)

L(f(z)) = %
(—1 4 e)
(1 —e ™) (1 + e ™)

1—e™
(=)

P
(%)

2

X

’Ew| = .Bw| = ’Ew| —
—+
s
=
=

Ejemplo 10.23 Si f(x) es como se muestra en la grifica.

a)

Figura 10.5: Ejemplo a) (10.23)
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b)
l—e?—pe®
L(f (@) =
1
0 1 2 3 4
Figura 10.6: Ejemplo b) (10.23)
c)
(e +p+1)
L (f (l’)) — p2 (1 . efgp)
1
0 1\2 3\1 5\6
1
Figura 10.7: Ejemplo ¢) (10.23)
d)
1 Iy
P @) = g eoth ()
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T 27 3

Figura 10.8: Ejemplo d) (10.23)

10.8 Transformada inversa de Laplace

Definicion 10.4 Si L{f (t)} = F (p), entonces decimos que f (t) es una trans-
formada inversa de Laplace de F (p) y se denota por:

L F @)} = £ (1)
Ejemplo 10.24
a) SiF(p) =
R A

p
Porque L{1} =1

p

b) Si F(p) = —~—

(p%+1)

L {F(p)}=L" {%} =sinx

(P +1

Porque L {sinz} = 15

Teorema 10.14 Propiedad de Linealidad

Si existen las transformadas inversas de laplace de dos funciones Fy (p) y Fy (p),
entonces:
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10.9. METODOS PARA HALLAR L~! DE F (P)

L7 erFy (p) + eoFs (p)] = eoLH{F (p)} + oL {F (p)}

Para toda ¢ y co constantes.

10.9 Métodos para hallar L™! de F (p)

a) Buscar si en las tablas de transformada hay alguna f(x) que tenga transfor-

mada F (p) = L7 (F(p)) = f (x)

b) Si F'(p) tiene la forma de un polinomio cuadratico se completa el cuadro para
escribir F (p) en la forma a (p + k)* + h?

En particular si F (p) = ap® + bp + ¢

b
ap® +bp+c = a(p2+ap)—|—c
2 b (L 2 fe- (2 2
p ap 2a 2a
b\’ b
(o) ()

= a(p+k)’+1

= a

Donde:

b b?
k—% h— C—@

[ P
p?—2p+9

pPP—2p+9 = (p2—2p+1)—|—9—1

— (p—12+ (@)2

Ejemplo 10.25 Hallar:
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F(p) =

1 1 I V8
' {p2—2p+9} RGH {<p—1>2+<¢§)2}

1
= ——¢%sinV8x
V8

Formula 11 tabla 1, b= /8, a =1

c) Si F (p) tiene la forma de un cociente de polinomios F' (p) = %, se reduce a

la suma de fracciones parciales siempre y cuando se cumplan las siguientes
condiciones:

1) El grado de P (p) < grado de Q (p)
2) @ (p) sea descompuesto en el producto de diferentes polinomios lineales

y cuadraticos elevados a varias potencias.

A cada factor de @ (p) de la forma (p — a)™ se asigna una suma de fracciones, de
la forma:

Ay A A,
+ N L
p—a (p—a) (p—a)

A cada factor de @ (p) de la forma (p? + bp + ¢)" se asigna una suma de n frac-
ciones, de la forma:

Bip+ Bop + ¢ B.p + ¢y
2 G A RS
pP+bpt+c (pP+bp+c) (p?+bp+c)
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Ejemplo 10.26 Descomponer:

{(p+1)1(p2+1)}

Al factor lineal (p + 1) le asociamos: %

Bp+C
pi+1

Al factor cuadrdtico (p* + 1) le asociamos:

1 A JrBp—irC
(p+1)(p*+1) p+1  p2+1
1 = AP*+1)+(Bp+0O)(p+1)

= Ap* + A+ Bp* +Cp+Bp+C —

O0xp’+0xp+1=P*(A+B)+p(B+C)+(A+C)

Igualando coeficientes:

A+B=0 A=1
B+C=0 = B=—3
A+C=1 C=3
Entonces:
1 L —to+

= +
p+1)(P*+1) p+1 p?+1

Ejemplo 10.27 Calcular:

L (@—3) o) <p—1>)

Usando fracciones parciales:
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wm—1 A+B+C
p—=3)p+2)(p-1) p—3 p+2 p-1

Ll(@—sﬂ?;$@—10 - AL1{5%5}+BL1{5$§}+CL1{E%T}

= A + Be % 4+ O¢t

Pero en esta solucion no se sabe el valor de A, B y C
Para hallar el valor de A, eliminamos de la fraccion inicial el factor correspon-
diente a A y en la parte restante sustituimos a p por la raiz asociada al factor

eliminado.

En este caso se eliminap —3 0o seap—3=0 = p=3

p—1
= om0
1@ -1
- (B3+2)(3-1)
7(3)— 1

() (2)
= 2

Para hallar B eliminamos el factorp+2 o seap+2=0 = p=-2

m—1
(p—3)(p-1)
7(-2) -1
(—2-3)(-2-1)
1
)

7(=2) -
(=5) (=3

= —1
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Para hallar C' eliminamosp—1o0seap—1=0 = p=1

m—1
(p=3)(-1)
7(1)—1
(1-3)(1+2)

7—1

(=2)(3)
= -1

C =

1 m—1
. <(p—3)(p+2)(p—1)

Ejemplo 10.28

1 p+1 _1 A B C D E
L) =L 5 +—+ 5+ 5 + =
p*(p+2) P pr (p+2)° (p+2)° p+2

= () e () ron (<p+12>3)+DL_1 (<p+12>2>+EL_1 ()~

2 —2x —2z
:Ax+B(1)+C<x ; ) +D (xell ) + B

) =2e% —1e7% — 1¢f

Para hallar los valores de A, B, C, D, E, resolvemos las fracciones parciales:

p+tl _A B C D E
p+2° P p (»+2° (»+2)° p+2
1 1 1 1
A=- B=— (C=—-—-. D=0, E=—
8’ 16’ 4’ ’ 16

L_l{ p+1 }_ 1 1 1 g2 2= 1,
P2

- - — — X — _
pr2f) 8 16 1" 2 16
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Teorema 10.15 Si f(x) es continua a tramos para xz > 0 y de orden exponencial,
entonces:

Im L{f(z)} = lim F (p) =0

p—o0 pP—00

Este teorema nos sirve para saber si una expresion F' (p) corresponde a la trans-
formada de alguna funcioén.

SilimF(p)#0 = F(p) no es transformada de ninguna funcion f(z)

p—o0

Ejemplo 10.29 Verificar si F' (p) = p(p21+4) es la transformada de alguna funcion
f(x)
lim F (p) = I ! 0
im = lim ——— =
p—00 p p—ooP (p2 —+ 4)

1
p(p2+4)

st es la transformada de una o varias funciones.

1 A Bp+C
p(p*+4) p pt4
L b
P p?+4
_ L l)_l< P >
4 \p 4 \ p? + 22

Donde % =L (1) y 25 = L(cos2x)

10.10 Propiedad de convolucién

Teorema 10.16 Si L{f (x)} = F(p) y L{g(x)} = G (p)

a)
L{f(z)g(x)} = L{f (2)} L{g (2)} = F (p) G (p)
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b)
L H{F(p)G )} =f(z)g(x)

Definiciéon 10.5 Si f (z) € E,, la convolucion o circonvolucion o faltung de f (x)
y g (x) es:

f(w)g(w)z/omf(t)g(:v—t)dt

Ejemplo 10.30 Sea f(z) = 3%, g(z) = €*® entonces f(t) = €3, g(x —t) =
e2(x—t)

63t62(x—t) dt

T
e3te2x€f2tdt

/ 63t—2t dt

0

/ eldt
0

et

S—S—

0
e2x
62:13

2x

= €

0
= ¥ (e" —1)

Teorema 10.17 La convolucion es conmutativa:

Ejemplo 10.31 Usar la convolucion para calcular:

i)
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L1 1
p(p2+4) p  pP+d
1 1 9

F et et et et

o {19(%} - L‘l{F () G (1)}

f(x—1t)dt

g
(— sin Qt)
= / sin 2tdt
0
o)

( 1
——cos 2t
2

(—cos 2x + cos 0)

I
\\QQ

(1 — cos 2x)

S =R = N = N

Ejemplo 10.32 Calcular por convolucion:
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Teorema 10.18

f)lg (@) +h(2)] = f(z)g(z)+ f () h(z)

Ejemplo 10.33 Calcular L{e 'e' cost} usando convolucion:

L {e_tet cos t}

Ejemplo 10.34 Calcular:

L {e_t} L {et coS t}

1 p—1

X 2
p+1l (p—1)"+1
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L BUR SR
pP2+1) p2 p 41

1
Fo)=% = f@)=a
G =—— = g =s
]D—p_1 g(x)=sinx

e I e
= [atfa-na
—~ /Om(x—t)sintdt

X X
= / xsin tdt — / tsin tdt
0 0

= x —sinzx
Ejemplo 10.35
Demuestre que:
2 12
Lxcosx] = b 5
(p* +12)

Ejercicios 10.1

Calcular las transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
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13)
14)
15)

16)

f(z) =2et
f(z)=3e"2
f(x)=5zx—-3

flz) =222 —e®

f (z) = 3cos(5z)

f(x) = 10sin 6z

f () = 6sin 2z — 5 cos 2z
f(x) = (@*+1)°

f(z) = (sina — cosz)”

f () = 3cosh 5z — 4sinh 5z
L {(56% - 3)2}

L {4 cos? 2z}

L {cosh® 4z}

L{z%e37}

L{e™™ cos 2z}

L {2e3® sin 4z}

R/
R/
R/
R/
R/
R/
R/

R/

R/
R/
R/
R/

R/

(5—3p)

—— p>0

p

(4+4p—p%)
(P3(p+1))

3p
(p%+25)

60

(p?+36)

(12—5p)
(p?+4)

(p'+4p2+24)

p3

(P*—2p+4)
p(p*+4)

(3p—20)
(p?—25)

2 2p
P + (p%+16)

(r°-32)
p(p?—64)

6
(p+3)*

(p+1)
(p%242p+5)

__ 8
(p?—6p+25)
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Calcular la transformada inversa.

17)
18)

19)

20)

L{(x—|—2)2 e”}

L{e™* cosh 2z}

L {e‘”ﬁ sin? x}

L{(1+ze)’}

R/ (4p2 f4p+2)

(p-1)°

(p+4)
R/ (p2f8p+12)

2
R/ (p+1)(p?+2p+5)

6

1 3 6
R/t i t o T

R/ 3e 4

R/ 8cosdzx

R/ ze%

R/ 3cos2v2z — 3v/2sin 2v/22
R/ 2cosh 3z — 5 sinh 3z

R/ —de’s

R/ 3cos % — 2sin 2

5 d | 5oy e
R/ §cosh % + ¢ sinh %

(p+3)*
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9) L’l{%} R/ 2e* —2cosz +sinz

10) Ll{ op } R/ e % (52 — 102?)
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11 Soluciédn numeérica de
ecuaciones diferenciales
ordinarias

Los problemas de EDO se clasifican en:
1. Problemas con condiciones iniciales (C.I)
2. Problemas con condiciones en la frontera (C.F)

Muchos de los problemas con C.I. dependen del tiempo; en ellos, las condiciones
para la solucién estdn dados en el tiempo inicial, por ejemplo:

y@t) = fly.t), a<t<b (11.1)
y(0) = wo  (CI)
donde f(y,t) es una funcion de y y ¢. En la ecuaciéon 11.1 la primera derivada de
y estd dada como una funcién conocida de y y t; queremos calcular la funcién in-

cognita y integrado numéricamente a f(y,t). La condicién inicial siempre es parte
de la definicion del problema.

Ejemplo 11.1
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y'(t) = 3y+5 con y(0) =1
y'(t) = ty+1  cony(0)=0
1
1492

Los métodos numericos para hallar la soluciéon de las EDO calculan la solucién en
los puntos t, =t,_1 + h, donde h es la longitud del paso o intervalo de tiempo.

Algunos de los métodos para EDO con C.I. son: (ver tabla 11.2)

11.1 Meétodo de Euler hacia adelante

Sea la ecuacion 3y’ = f(y,t). La solucion se obtiene reescribiendo la aproximacion
por diferencias hacia adelante,

w = ¢'(n) donde ¥/, = f(yn, tn) (11.2)

Entonces y,11 — Yn = hf (Yn, tn) =

Yn +1=nf(Yn,tn) + Yn (11.3)

Cuando

n =0 Y1 = Yo + hf (Yo, to) = yo + hy
=1 Yo =y1 + hf(y1,t1)
n = 2 ys = Yo + hf(ya, ta)

Yn = Yn—1 t+ hf(yn—la tn—l) (114)

Se han generado aproximaciones de y en varios puntos, llamados puntos de red,
en el intervalo [a, b].
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‘ Método ‘ Metodologia

Métodos de Euler

Hacia adelante usa diferencias hacia
adelante

Modificado usa regla del trapecio

Hacia atras usa diferencias hacias atras

Métodos de

Runge-Kutta

de segundo orden usa regla del trapecio

de tercer orden usa simpson 1/3

de cuarto orden usa simpson 1/3 o 3/8

Métodos predictor-

corrector

de segundo orden similar a Runge-Kutta de
2° orden

de tercer orden usa Newton hacia atras

de cuarto orden usa newton hacia atréas

Métodos implicitos usan diferencias hacia atrés
y método de Gear

Métodos de

transformacion

exponencial

Cuadro 11.2: Métodos para la resoluciéon numérica EDO

Se ha supuesto que los puntos de red estan distribuidos uniformemente sobre el
intervalo [a, b]. Esta condicién se puede garantizar escogiendo un entero positivo
N y seleccionando los puntos de red ty,tq,...,txy donde

t,=a+nh paracadan=0,1,2,...,N
Ejemplo 11.2

Resolver 3/ = —20y + 7709 con y(0) = 5 C.I. y h = 0.001, h = 0.0001, para
cada 0 <t <0.1
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Los primeros calculos con h = 0.001 usando la formula 11.4 son:

to=0yo =y(0) =5

t1 = 0.01 y = yo + hy, = 5+ (0.01)[—20(5) + 7¢°] = 4.07

ty = 0.02 yo = y1 + hy, = 4.07 + 0.01[—20(4.07) + 7 x e~%9%5] = 3.32565
tn =nh yn = Yn-1+ hy,_4

Se continua el proceso iterativo y se obtiene los siguientes valores

| |  h=001 | h=0001 | h=0.0001 |

t Un Error Un Error Un Error
0.01 4.07 8.693 | 4.149 | 0.769 | 4.1561 | 0.076
0.02 | 3.3256 | 14.072 | 3.453 | 1.259 | 3.46513 | 0.124
0.03 | 2.72982 | 17.085 | 2.8852 | 1.544 | 2.89915 | 0.153
0.04 | 2.25282 | 18.440 | 2.42037 | 1.684 | 2.43554 | 0.167
0.05 | 1.87087 | 18.658 | 2.04023 | 1.722 | 2.05574 | 0.171
0.06 | 1.56497 | 18.125 | 1.72932 | 1.690 | 1.74454 | 0.168
0.07 | 1.31990 | 17.119 | 1.47496 | 1.613 | 1.48949 | 0.160
0.08 | 1.12352 | 15.839 | 1.26683 | 1.507 | 1.28041 | 0.150
0.09 | 0.96607 | 14.427 | 1.09646 | 1.387 | 1.10895 | 0.138
0.1 | 0.83977 | 12.979 | 0.95696 | 1.261 | 0.96831 | 0.126

La solucion analitica es y = 5e™ 2% + (7/19.5) (e 705 — ¢=20%)

Nota: la exactitud del método de Euler hacia adelante aumenta al disminuir el
intervalo de tiempo h, pero si h es muy pequeno se pueden producir errores de
redondeo.

11.1.1 Modificaciones y mejoras al método de Euler

Una fuente de error en el método de Euler es que la derivada al principio del inter-
valo se supone que se aplica a través de todo intervalo. Existen dos modificaciones
para ayudar a evitar este inconveniente, las cuales pertenecen a una clase mayor
de métodos de solucion llamados de Runge-Kutta, estas modificaciones son: a)
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Método de Heun b) Método de poligono mejorado

11.1.1.1 Meétodo de Heun

Un método para mejorar la aproximacion a la pendiente implica el calculo de
dos derivadas del intervalo, una en el punto inicial y la otra en el punto final. Se
promedian las dos derivadas y se obtiene una aproximacion de la pendiente en el
intervalo completo. Este esquema es llamado método de Heun.

En Euler, la pendiente al comienzo del intervalo

vi = f(@i,9:) (11.5)

Se usa para calcular (extrapolar linealmente) a y;,4

Yirr = Yi + hf(xi, vs) (11.6)

En el método de Heun y;1 = v}, para indicar que es una aproximacion inicial o
una predicciéon intermedia

y?+1 =y + hf(@i, y) (11.7)

Se llama ecuacion preditoria y proporciona una aproximacion de y; 1 que permite
el calculo de una pendiente aproximada al final del intervalo:

y£+1 = f(xiJrlvy?Jrl) (11-8>

Por lo tanto se pueden combinar las dos pendientes 11.5 y 11.8 para obtener una
pendiente promedio en el intervalo
7 = vit i f@oy) + fwi, vlo)

St = ; (11.9)

Esta pendiente promedio se usa para extrapolar linealmente de y; a y;11 usando
el método de Euler:

(@i, ys) + f(zien, y9)
2
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predicho —

pendiente = f(z;, y? +1)[Error

erdadero

pendiente_=|

a) Predictor

Y

pendiente — flasyi + f(@iga, ,U?H)
o 2

b) Corrector

Figura 11.1: Método de Heun

Y se le llama ecuacién iterativa correctora de Heun.

El método de Heun esta entonces constituido por las ecuaciones
Yo = b+ fxi ) - h (11.11)

f@oy) + f(@in, y2y0)
2

Yi+1 = Yi T+ -h (11.12)
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Ejemplo 11.3

Usar el método de Heun para integrar a

Yy =4e"% — 05y enx €[0,4 yh=1CI y=2cuando x =0
Solucién

Usando la ecuacion preditora 11.11 v\, = y; + f(zi,y:) - b
Siz=0,y=2=y) =2+ [4e"®0 —0.5(2)]-1=5

Obsérvese que este es el mismo resultado que se obtendria al hacer la primera itera-
cién del método estandar de Euler. La pendiente en (zg, yo) es yy = 4e°—0.5(2) = 3
resultado que es muy diferente de la dependiente promedio en el resultado que es
muy diferente de la pendiente promedio en el intervalo de 0 a 1 que es igual a
4.916, calculada de la ecuacion diferencial original mediante la formula

media=

b—a

= promedio de f(z) continua en [a, b

Para mejorar la aproximacion de la pendiente, se usa el valor de y? para predecir
la pendiente al final del intervalo [0,1]

Y, = fz1,9)) = 4e*3M — 0.5(5) = 6.402163

que se puede combinar con la pendiente inicial y obtener

34 6.402163
-

/

Y = 4.701081 valor muy cercano a la pendiente promedio 4.1946

Este resultado se sustituye en la ecuaciéon de Euler 11.4 para obtener la prediccion
enz =1

y1 =2+4.701081 x 1 = 6.701081
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Ahora esta aproximacion se refina o corrige sustituyéndola en el lado derecho de
la ecuacion correctora 11.12

3 4 [4e%%1) — 0.5(6.701081)]

5 x 1=6.275811

y1=2+

Si se quiere mejorar la aproximacion de y; en [0, 1] se hacen més iteraciones re-
emplazando cada nuevo y; en la ecuacion 11.12

N 3+ [4e%%1) —0.5(6.275811)]

5 x 1 =6.382129

yr =2

En el siguiente cuadro se presentan los resultados comparativos del valor verda-
dero de y y las aproximaciones obtenidas por el método de Heun. Se ha calculado
el error relativo entre ¥ ¥ Yuprop mediante la féormula

Yverd — Yaprox
Yverd

E:
h=1

% para cada aproximacion en cada subintervalo de longitud

Intervalo inicial [0,4], longitud de paso h =1

‘ Iteraciones con el método de Heun
1 iteracién por paso | 15 iteraciones por paso
X Yverdad YHeun Error % YHeun Error %
0 2 2 0.0 2 0.0
1]6.19463138 | 6.70108186 8.18 6.36086549 2.68
2 | 14.8439219 | 16.3197819 9.94 15.3022367 3.09
3| 33.6771718 | 37.1992489 | 10.46 | 34.7432761 3.17
4| 75.3389626 | 83.3377674 | 10.62 | 77.7350962 3.18

El Yyerdadero S€ calculé mediante la solucion analitica:

4

Yy = 1_3(60.8:1: _ 670.5:1:) + 2¢—0:52

Notese como los errores algunas veces crecen a medida que las iteraciones avanzan.
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No se debe tomar como conclusion general de que una iteraciéon adicional siempre
mejora el resultado, pero para un tamano de paso lo suficiente pequeno, la itera-
cion debe eventualmente converger a un solo valor.

Nota: En el ejemplo anterior, la derivada es una funcién de la variable dependien-
te y y de la variable independiente = (y; = f(x;,y;)). Para los casos polinomiales
en donde la EDO son sélo funcién de la variable independiente el predictor (ecua-
cion 11.11) no se necesita y se aplica unicamente el corrector (ecuacion 11.12) a
cualquiera de las iteraciones. En estos casos el método se expresa abreviadamente
como:

flai) + flzin)
2

Notese la similitud entre el lado derecho de la ecuacion 11.13 y la regla del trape-
cio para integracion.

Yir1 = Yi + (11.13)

La conexioén entre los dos métodos se puede demostrar empezando con una EDO
donde f(z) es una funcién de una sola variable independiente: f(x).

Sea v = f(z) = o flx) = dy = f(x)dz = fyy;“ dy = [ f(x)de =
Yielr — Yi = ffim f(z)dx =

Tit1
v = [ Szt (11.14)

Recordemos que la regla del trapecio es:

b _
[ 1w =St w g - LD )
por lo tanto ’
/1+ f(2)do = 1120 +2f(x”1)h (11.16)
Reemplazando 11.16 en 1£.14 se obtiene
— ) Zﬂx"“)h (11.17)
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Que es la ecuacion correctora cuando la funcién f es de una sola variable: f(x)

11.2 Métodos de Runge-Kutta

En la grafica la curva y = y(x) es la solucion de y' = f(z,y) que pasa a través
del punto p(x;,y;). Se desea obtener el valor de y;11 = y;1x, en otras palabras
determinar la altura M@Q).

Yy
A T
K
Q’/’_
y=y(z)
K
P AL
M
Y1 h X
< > T
/v l Z; Tit1
Figura 11.2: Método de Runge-Kutta
Aunque se desconoce la posicion de la curva y = y(z), se sabe que en todo

punto de esta curva la pendiente es igual a ' = f(x,y); esto es simplemente la
interpretacion geométrica de la ecuacion diferencial. De esta forma, la pendiente de
la tangente en P es y. = f(x;,y;); esto puede calcularse porque z; y y; se conocen.
Si h es razonablamente pequena, la tangente PT no debe desviarse demasiado de
la curva P(Q), de esta forma la altura MT debe ser una aproximaciéon a la altura
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buscada M(@). En otras palabras, una aproximacion a k esta dada por

k
tant = El =y = f(@ig1, vig1) = k1 = hf(2ig1, Yig1) (11.18)

Se podria obtener una mejor aproximacion si se utilizara el valor 3’ en algin
punto intermedio de la curva P() en vez del valor en un extremo, pero ya que no
se conoce ninguno de los puntos intermedios sobre la curva, no es posible hacer
esto. Sin embargo podria pensarse que nos ubicamos en una posiciéon entre x; y
Zivp. como lo indica la figura 11.2

(z; + ah,y; + Bhf;)

f ()

A4

— > _
Ti  x; +ah Lit1 = Lith

< >

h
Figura 11.3: Método de Runge-Kutta si se utiliza v’

Aqui f; = f(z; + ah),
kl - hf(:L‘O)yO)
ko = hf(xo + ah,yo + fk1) donde v y § son fracciones adecuadas.

d
Recordemos que en el método de Euler para resolver la EDO d—y = f(z), la ecua-
x

cién usada en la solucion es de forma:
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valor actual = valor anterior + pendiente x tamano del paso

Y (Yiy1 = vi + Oh)

Tit1
—>

h
Figura 11.4: Método de Runge-Kutta si se utiliza y’

A4

X

Yir1 = Yi + oh

Como la 1* derivada proporciona una aproximacion a la pendiente x; = ¢ =
f(z;,y;) donde f(z;,y;) es la EDO evaluada en (z;, ;)

= Yir1 =Y + Oh =y + f(xs,y:)h

Yir1 = Yi + (@i, yi, h)h (11.19)
Donde ¢(z;,y;, h) se le llama funciéon de incremento y puede interpretarse como

el promedio de la pendiente sobre el intervalo.
La funcién de incremento se puede escribir en la forma general como:

¢ = a1k + asks + - - - + a,k, combinacion lineal en donde las a son constantes y
las k son:
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kv = f(xi,y:) (11.20)
ks = f(z; + ouh, yi + Brakih) (11.21)
ks = f(x; + azh, yi + Barkih + Paskah) (11.22)

kn = f(z; + an_1h, yi + Bu—11k1h + Bn_11koh + - - - + Bu1n—1kn—ah)  (11.23)

11.2.1 Meétodo de Runge-Kutta de 2° orden

La versiéon de 2° orden de la ecuaciéon 11.19 es:
Yir1 = Yi + (arks + azka)h (11.24)
donde ky = f(x;,y:), k2 = f(x; + arh, y; + Bk h)

Para poder usar la ecuacion 11.24 se deben hallar: aq, as, aq 511, k1, ko. Para hacerlo
partimos de la serie de Taylor de 2° orden para y;.; en términos de y; v f(z, ;)

2

h
Yivr = Yi + [z, y))h + [z, yz)E (11.25)

donde f'(x;,y;) se determina con la regla de la cadena

flaiy) = 2=+ -+ (11.26)
Sustituyendo la ecuacion 11.26 en 11.25 se obtiene:

o | 1)

— 11.2
Oor  Oydx (11.27)

Yirr = ¥i + fxi, y:)h + < 5
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Debemos ahora buscar los valores de ay, as, a1 517 que hagan que 11.24 y 11.27
sean equivalentes. Para hacerlo se usa la expansion de la serie de Taylor de la
ecuacion 11.22

Recordemos que la expansion de Taylor para una funciéon de 2 variables, es de la
forma:

_ dg 0
9(37"‘7'7194‘3)—g(x,y)+r%+ga_y+...

Aplicando este formato a la ecuacion 11.22 se obtiene:

ke = f(x;+ arh,y; + Bukih)
of

%,
= flzy) + alha—i + 511k1h8—y +0(h?) (11.28)

Reemplazamos 11.28 y 11.20 en 11.24

Yir1 = Yi+ (arky + agka)h
= Y +arkih + agkah
of

= yi + arh(f (@i, yi)) + azh <f(9€z‘yz‘) + Oélhg—i + 511k1h8—y)

0
= yi +arhf(z,y;) + ashf(x;, ;) + a2a1h28_£ +

+ag B h* f(z;, Zﬁ)% +0(h%)

=y + arf (2, y5) + ao f (x5, y:))h +

a2a1% + as P f (2, yz)%} h? (11.29)

+0(h%) (11.30)

Ahora comparamos términos semejantes en 11.30 y 11.27 y se determina que para
que las dos ecuaciones sean equivalentes, se debe cumplir que:
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ay +ay = 1
1

a1 = 5

1

azf = B)

Estas tres ecuaciones simultdneas contienen las 4 constantes incognitas. Pero hay
més incognitas que ecuaciones entonces la soluciéon no es tnica, por lo tanto se
debe asignar un valor a una de las constantes para poder determinar las otras
tres. Por consiguiente existe una familia de métodos en vez de una sola version.

Notese que el método RK de 1¢" orden (cuando n = 1 en la ecuacion ¢, es de hecho
el mismo método de Euler porque ¢ = a1k pero k1 = f(x;,y:) yas=0=a; =1
entonces

Yir1 = Vi + oh
= v+ fxi,y:)h (Euler)

El ntmero de términos n indica el orden del método.

En restimen el método Runge-Kutta de 2° orden es:

Yir1 = Yi + (arks + azka)h (11.31)

donde
kvo= f(@i,u) (11.32)
ka = f(zi+arh,y; + Bukih) (11.33)

con ay, as, oy, 511 valores constantes incognita, que se pueden determinar mediante
las siguientes 3 ecuaciones, pero asignando un valor determinado a a; o as

a1+ ao = 1 (1134)
asay = 1/2 (11.35)
agﬁn = 1/2 (1136)
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11.3 Meétodo de Heun con corrector simple

1
Si [ 5 en las ecuaciones anterlores, entonces:

1
a; = 3 a1 = 1, f11 = 1 cuando estos valores se sustituyen en 11.31 generan:
1 1
Yit1 = Yi + (§/€1 + ékz) h (11.37)
Donde
ki = f(zi, y:) (11.38)

Donde k; es la pendiente al principio del intervalo y ks, es la pendiente al final del
intervalo. Por consiguiente, este segundo método de Runge-Kutta es realmente el
método de Heun con una sola iteracion del corrector.

11.4 Método del Poligono Mejorado o Euler
Modificado

Este método usa al método de Euler para predecir un valor de y en el punto medio
del intervalo.

1 h
Y + 5 =i + f(xy, yl)i valor predecido en el punto medio (11.40)
, 1
y; + 3 = f($i+1/2, yi+1/2) Ver grafica 11.5 a) (11.41)

Estéa ecuacion 11.41 se supone representa una aproximacion de la pendiente pro-
medio en el intervalo completo. Esta pendiente se usa para extrapolar linealmente
de =1 a x;41 usando el método Euler

Yir1 = Yi + f(Tig1/2, Yigr72)h (11.42)
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Pendiente= f(x;11/2, ¥i+1/2

Pendiente=f(ziy1/2, Yit1/2

Figura 11.5: Método del poligono mejorado o Euler modificado

Nota: El método del poligono mejorado es superior al método de Euler ya que
éste utiliza una aproximacion de la pendiente en el punto medio del intervalo de
prediccion.

En el método dde Runge-Kutta de 2° orden si se supone que ay; = 1 entonces
a; =0, a1 =1/2, 13 = 1/2 y la ecuaciéon 11.31 se convierte en:

donde
ki o= f(xi ) (11.44)
1 1

Reemplazando 11.44 y 11.45 en 11.43 se obtiene

237




CAPITULO 11. SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1 1
Yisr = Yi+ fla + éha Yi + §hf(95i7yi))h

N——
xi+1/2 yi+1/2 11.40 (1146>
Yir1 = Yi + f(Tig1/2, Yigr72)h (11.47)

Que es la misma ecuacién 11.42

11.4.1 Meétodo de Ralston-Rabinowitz

2
Ralston y Rabinowitz determinaron que escoger a; = — proporciona un limite
minimo en el error de truncamiento de los algoritmos Runge-Kutta de 2° orden
1 3
Siay = 3 = a; = 3 o) = 1 P = 1 entonces
1 2
Yie1 = Yi + gkl + gkz h (11.48)
Donde
kl = f(xla yz)
3 3
ke = flzi+ Zh’ Yyi + thl)

11.5 Método de Runge-Kutta de 3°

Recordemos que la iterativa general de R.K es y;11 = v; + &(z4,y;, h)h donde
¢ = arky + agks + asks + - - -+ a,ky,

Cuando n = 3 en ¢ se obtienen el método R.K de 3°" orden cuyas férmulas son:

1

= (ky + 4k, + kg)} h (11.49)

Yi+1 = Yi {

238




11.6. METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4° ORDEN

donde

kl - f(xzayz)
1 1
ky = f(x; + 5}% Yi + §hk1)
ks = f(x; 4+ h,y; — hky + 2hk,)

Nota: Si la derivada (la EDO) es una funcién solo de z, este método se reduce a
la regla de Simpson 1/3

11.6 Método de Runge-Kutta de 4° orden

Cuando n = 4 en ¢(z;,y;, h) se obtiene

1

6(k1 + 2ky + 2k + k4)h] +y;

Yit+1 = {

donde

kv = f(@i,y)

1 1
ko = f (% + §h7 Yi + éhlﬁ)

1 1
ks = f (llfz + 5’% Yi + §h7€2)

1
ky = flz; + Qh’ y; + hks)

Nota: Si la derivada (la EDO) es de solo variable z, el método es equivalente a
Simpson 1/3.
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11.7 Método de Runge-Kutta de 5 orden o
método de Butcher

Cuando n =5 en ¢(z;,y, h) se obtiene
Yir1 = Ui + [55 (Thr + 32ks + 12k3 + 32ky + Tks)| h
Donde

1
—h,y; hk hk
T; y+8 1+8 2)

1
—h yYi — hk’g + hk?g,)
23 9
Z; h , U1 + 1—6h/€1 + 1—6h/€4)
12 8

3
—hk hky + —hk ——hk hk
- 1+7 2+7 37 % 4+7 5)

| cono | »—u-lk

xl+h Yi —

Este método se usa cuando se requiera mayor exactitud.

Ejemplo 11.4

Hallar y(1) para ' = y — x con C.I y(0) = 2, usando el método R.K de 3" orden,
con h =0.1

Solucion

Aqui f(x,y) =y — x, el intervalo de anélisis es [0, 1] entonces n =0,1,2,...,9
n=>0

xozonZQCI

ki = f(xi,yi) = f(0,90) = f(0,2) =2 -0=2

ko = f(zo + %h,yo + %hk:l) = f(0 +% x 0.1,2 +% x 0.1 x 2) = f(0.05,2.1) =
2.1 —0.05=2.05

ks = f(xo + h,yo — hky + 2hks) = f(0+0.1,2 — 0.1 x 2+ 2 x 0.1 x 2.05) =
f£(0.1,2.21) =2.21 — 0.1 = 2.11
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11.8. COMPARACION DE LOS METODOS DE R.K PARA EDO

1 1

n=1
1 1 1 1

by = fla1+ ghoyn+ ghka) = 01+ 5 x 01,2205 + 5 x 0.1 x 2.105) =
£(0.15,2.31) = 2.31 — 0.15 = 2.16
ks = f(21+h,yr — hky +2hks) = f£(0.140.1,2.205— 0.1 x 2.11 42 x 0.1 x 2.16) =
£(0.2,2.426) = 2.426 — 0.2 = 2.23

1 1
Yo =y + [ (hr + 4k + )l = 2205+ (211 + 4 x 216 +2.23)] x 0.1 = 2421
n=2
xo=21+h=014+0.1=0.2y, =2.421
by = f(xa,y2) = £(0.2,2.421) = 2.421 — 0.2 = 2.22
ko = 2.28
ks = 2.36

1 1
ys = Y2 + [ (ka + 4ky + ky)|h = 2421 + [2(222 + 4 X 228+ 2.36)] x 0.1 = 2.649

Se continua el proceso hasta que n =9

n=9.

La solucion verdadera (analitica) es:

yr)=e"+ax+1=y(l) = +1+1=47182818

11.8 Comparacién de los métodos de R.K para
EDO

La comparacion entre métodos se establece mediante la relacion ESFUERZO-
ERROR RELATIVO POTENCIAL. El esfuerzo computacional es equivalente al
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numero de evaluaciones de la funcién necesarias para alcanzar el resultado.

b—a
h

Esfuerzo= ny

ny = Es el nimero de calculos de la funcion relacionados con el célculo particular
R.K para ordenes < 4, ny es igual al orden del método.

En el método de Butcher 5° orden se requieren 6 calculos de f.

a
La cantidad es el intervalo total de integracion dividido por el tamano del

paso; es el numero de aplicaciones (iteraciones) del método R.K necesarias para
obtener el resultado.

Yactual — Yanterior

100 %

Error relativo =

Yactual

para y' = 4e%% — 0.5y con y(0) = 2, = € [0, 4] se obtiene la siguiente grafica
Conclusion

Los métodos R.K de orden superior son siempre los métodos de preferencia.

11.9 Solucién de EDO de Orden Superior

Cualquier ecuacion diferencial de orden alto puede escribirse como un sistema de
ecuaciones de 1" orden

Ejemplo 11.5

"= f(x,y,y',y") es equivalente a:




11.9. SOLUCION DE EDO DE ORDEN SUPERIOR

Error relativo potencial

1001
Euler
1 J
Heun
1072
R.K 3¢
10741
R.K 4°
1076__
Butcher
Esfuerzo

Figura 11.6:

"

y" =p" =" = f(x,y, p,v)

La ecuacion diferencial de orden n se transforma en n ecuaciones diferenciales de
orden uno.

Un sistema de dos ecuaciones diferenciales puede ser de la forma:

f('r7 y? Z)

y/
2 =g(x,y,z) con y(xo) = yo y 2(x0) = 20

Si hacemos que y' = f(z,y, z) = z = el sistema anterior representa a
y" = g(z,y,y') con y(zo) = yo y y'(w0) = 2

11.9.1 Meétodo de Euler

Yis1 = Vi + hy; = yi + hf (@, vi, z1)
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Zig1 = 2z + hz = 2 + hg(xi, yi, %)
Ejemplo 11.6

Hallar y(1) para y” —y = x con y(0) = 0, ¥’'(0) = 1 usando el método de Euler
con h =0.1

Solucion

Sea z =y = 2(0) =y (0) = 1,A, 2 =4

y' —y=1x< 2 =y+ z, obtenemos el siguiente sistema
y =z=f(xy,2)

Z’:y—i-x:g(x,y,Z) con 550:0, yozoa 20:1

n=>0

Yo = f(x0, Y0, 20) = 20 = 1

2h = 9(z0,Y0,20) =Y +20=0+0=0
y1=yo+ hy) =0+0.1(1) = 0.1

2 =2+ hzy=1+0.1(0) =1

=1
vy = f(z1,y1,21) =2 =1

2 =g(x,y, ) =y +2, =014+0.1=02
ys =y1 + hy, = 0.1+ 0.1(1) = 0.2

2 =2 4+ hz, =1+ 0.1(0.2) = 1.02

S

n=2

vy = f(x2,Y2,22) = 20 = 1.02

zh = g(x9,Ys, 22) =Yoo+ 22 =024+0.2=0.4
ys = Yo + hyh = 0.2+ 0.1(1.02) = 0.302

23 = 29 + hze = 1.02+0.1(0.4) = 1.06
Continuando el proceso hasta

n=29

Y10 = y(1) = 1.2451
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210 = 1.9424
Solucion verdadera (analitica): y(z) = e* — e ™ —x = y(1) = 1.3504

Ejemplo 11.7

y"(t) — 0.05y'(t) + 0.15y(t) = 0 con 3'(0) = 0y y(0) = 1, hallar y(1) y ¥'(1) con
método de Euler con h = 0.5. y; = y(ih), z; = z(ih)

Solucion

Sea y' = z entonces la ecuacion dada se convierte en:

—_

y'(t) = 2(t) y(0) =
2'(t) = 0.05z(t) — 0.15y(t)  2(0) =0

n=>0 t=0=1y=y(0xh)=y(0)=1
20 =2(0x h)=2(0)=19'(0)=0

Yo =2=0
2y = 0.0529 — 0.15yp = 0 — 0.15 = —0.15
t=0.5

y1 ="y +hyy=1+0.50)=1

21 = 2o + hz) = 0+ 0.5(—0.15) = 0.075

n=1t=1

y) =2z = —0.075

2 = 0.052, — 0.15y; = 0.05(—0.075) — 0.15(1) = —0.15375
Yo =y + hy! = 1+ 0.5(—0.075) = 0.96250

29 = 21 + hz] = —0.075 + 0.5(—0.15375) = —0.15187

Por lo tanto

y2 = y(2 x h) = y(2 x 0.5) = y(1) = 0.96250
2 =2(2x h) = 2(2 x 0.5) = 2(1) = —0.15187
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11.9.2 Meétodo de R.K de 2° orden para EDO de 2° orden
Sea y"(t) + ay'(t) + by(t) = ¢(t) con y(0) =1y ¢'(0) = 0 donde a y b son coefi-

cientes constantes y ¢(t) = funcion conocida

Definimos z(t) = y/(t), entonces la ecuacion dada se convierte en:

v = fly,z,t)=2z y(0)=1
2 = gly,z,t)=—az—by+q, 2(0)=0

El método R.K de 2° orden para este sistema es:

1
Ynt+1 = Yn + §<k1 + k?)

1
Zpt1 = Zp + §(l1 + 1)

donde

ki = hf(Yn, 2n, tn) = hzy,

li = hg(Yn, 2n, tn) = h(—az, — by, + qn)

ko = hf(yn + k1,20 + L, thg) = B2 + 1)

lo = hg(yn + k1.2 + b, tp1) = M(—a(z, + 1) — b(yn + k1) + Gnt1)

Ejemplo 11.8

Cuando un cuerpo de masa M se suspende de un resorte el cuerpo queda vibrando

con un movimiento vertical y recibe una resistencia R = —B d_:z por el efecto del

aire, donde B es una constante de amortiguamiento
La ecuacion de movimiento es:

2

d
MﬁijB%quky:OCon y(0)=1,¢y(0)=0
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/

A

M

Figura 11.7:

desde y es el desplazamiento vertical desde la posicion estética
Si k = 100kg/seg es la constante del resorte y B = 10kg/seg y M = 0.5kg calcu-
lar y(t) para 0 < ¢t < 0.05 con R.K de 2° orden y h = 0.025

La ecuacion inicial se puede reescribir como

/

v =z= f(z,y,t) =y =2 cony(0) =1
B k

/! __ — 9 — —

ooy A

Seaa= = =20, b= =" =200

“OT N T 05 P M T 05

2= =20z — 200y

Paran =0, t=0.025

k’l = hf(yo, Zo,to) = hZ() = 0025(0) =0

ko = hf(yo+ k1,20 + l1,t1) = h(z0 + 1) = 0.025(0 — 5) = —0.125

ly = hg(yo + ki, 20 + 1, 1) = h[—20(20 + 11) — 200(yo + k1)] = 0.025[—20(0 — 5) —
200(1 4 0)] = —2.5

1

y1 =10+ (0~ 0.125) = 0.9375
1
2= 20+ 5(=5—25) = =375
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Paran=1¢t=0.05

k1= hf(y,, 21, t1) = hz = 0.025(—3.75) = —0.09375

i = hg(yr, 21, 1) = h(—=202 — 200y;) = 0.025(—20(—3.75) — 200(0.9375)) =
—2.8125

ko = hf(y1 + k1,21 + L, t1) = h(z1 + 1) = 0.025(—3.75 — 2.8125) = 0.1640625
2.8125) — 200(0.9375 — 0.093750)] = —0.9375

1
Y2 =y1 + 5(—0.09375 —0.1640625) = 0.80859

]
2 = 21+ 5(~2.8125 — 0.9375) = —5.625
= y(t) = y(0.5) = y» = 0.80859

11.9.3 Meétodo de R.K de 4° orden para EDO de 2° orden

Sea el sistema de dos ecuaciones

(2, y,2) con y(zo) = yo y 2(z0) = 20
Siy = f(x,y,2) = z el sistema anterior representa el problema de valor inicial de

y" = g(z,y,y) con y(xo) = yo y ¥'(20) = 2o
El método de R.K de 4° orden para este problema es:

1
Ynt1 = Yn + g(kl + 2Ky + 2ks3 + ky)

Zngl = Zn + %(ll + 20y + 23+ 1y)
Donde

ki = hf(Tn, Yn, 2n)

L = hg(Tn, Yn; 2n)

1 1 1
ky = hf(x, + §h> Yn + §k1, Zn + 551)

1 1 1
ly = hg(x, + 5’% Yn + §]€17 Zp + ill)
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1 1 1
ks = hf(z, + 5’% Yn + §7€27 Zn + 552)

1 1 1
l3 = hg(xn + §h> Yn + §k27 Zn + EZQ)
ks = hf(zn + h,yn + ks, 20 + 13)

ly = hg(xy + hyyn + k3, 20 + 13)

Ejemplo 11.9

Hallar y(1) para y” — 3y’ + 2y = 0 con y(0) = —1, ¥’(0) = 0 usando R.K de 4°
orden con h = 0.1

Solucion

Definiendo z = 3’ tenemos z(0) =4'(0) =0y 2’ =y"
La ecuacion dada puede escribirse como: y” = 3y’ — 2y o 2/ = 3z — 2y entonces
obtenemos el siguiente sistema

Yy =z« f(z,y,2)
2 =32 -2y <= g(x,y,2)
y(0) = -1, 2(0) =0

n=>0
ky = hf(zo, 40, 20) = hf(0,—1,0) = 0.1(0) = 0
li = hg(zo, Y0, 20) = hg(0,—1,0) = 0.1[3(0) — 2(—1)] = 0.2

1 1 1 1 1 1
ky = hf(xo + 5’% Yo + §k172’0 + 551) = hfl0+ 5(0-1)7 -1+ 5(0)70 + 5(02)) =
hf(0.05,—1,0.1) = 0.1(0.1) = 0.01
1 1 1
I = hg(wo+5h. yo+ Skt 20+51h) = hg(0.05,~1,0.1) = 0.1[3(0, 1) ~2(~1)] = 0.23

1 1 1 1 1 1
hf(0.05,—0.995,0.115) = 0.1(0.115) = 0.012
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1 1 1
2(0.995)] = 0.234

(0.1)0.234 = 0.023
ly = hg(zo+h, yo+ks, z0+ls) = hg(0.1, —0.988,0.234) = 0.1[3(0.234)—2(—0.988)] =
0.268

1 1

1 1
21 =20+ é(ll + 2l 4213+ 14) =0+ 6[0'2 +2(0.23) + 2(0.234) 4 0.268] = 0.233
Se continua el proceso hasta n =9

n =91y =y(l) = 1.9523298

La solucion verdadera es y(z) = e** — 2e* = y(1) = 1.9524924

Ejercicios 11.1

1. Resuelva las siguientes ecuaciones mediante el método de Euler hacia ade-
lante, en 0 <t < 5, con h = 0.5y con h = 0.01
a) y+ty=1,  y(0)=1
b) y' +3y=e",  y(0)=1
¢) y +yl'* =sint,  y(0)=1

2. Resuelva y”(t) — 0.05y/(t) + 0.15y(t) = 0, ¥'(0) = 0, y(0) = 1 determine y(1)
y ¥(2) usando el método de Euler hacia adelante con h = 0.5

3. Resuelva las ecuaciones siguientes con el método de Euler modificado o de
Heun

250




11.9. SOLUCION DE EDO DE ORDEN SUPERIOR

a) Hallar y (1,6) para y' =2z, con h =0.2, y (1) =1
b) Hallar y (0,5) para y' = 4z®, con h = 0.1,y (0) =0
c) Hallar y (0,5) paray’ = —y + 2+ 2, con h = 0.1, y (0) = 2

1. Resuelva utilizando el método de Runge-Kutta de segundo orden

a) Yy = i 5> ¥(0) = 1 calcular y(1), con h = 0.5

_t+y

b) ¥ +0.2y +0.003y sin(t) = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 calcule y(2) con h = 1
c) y" —0.05y" +0.15y = 0, y(0) = 1, 3/(0) = 1 calcule y(1) con h = 0.5

d) 2y" + (y)? +y =0, y(0) =0, y(0) =1 calcule y(1), y/(1) con h = 0.5

2. Resuelva los ejercicios 4.b) , 4.c) y 4.d) anteriores con el método de Runge-
Kutta de tercer orden

a) Para la ecuacion 3y’ = 3y +e'™t, y(0) = 1, calcule el intervalo 6ptimo de
tiempo para el método de segundo orden de Runge-Kutta, que satisfaga
la condicion para el error focal F(h) < 0.0001

b) Resuelva el problema anterior mediante el método de Runge-Kutta de
cuarto orden.
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12 Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias
Lineales con Coeficientes
Constantes

12.1 Conceptos basicos

Definicion 12.1 La forma bdsica de un sistema de EDO’s de n ecuaciones es:
dxr
dt

(i=1,..., n), ry,..., x, son las incdgnitas.

= ai1x1 + ... + aipz, + fi(t) (12.1)

Para n = 2 se obtiene el sistema:

d
d—”; = az + by + fi (t) (12.2)

d
d_? = a1z + by + f2 (t)

Para n = 3 se obtiene el sistema:
dx

pri a1z + by + iz + fi1(t) (12.3)
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COEFICIENTES CONSTANTES

d
d_i = asx + boy + coz + fo (1)
d
d_: = agx + bsy + c32 + f5 (1)

Nota: Si los fi(t) son cero los sistemas son llamados homogéneos, en caso con-
trario se llamaran no homogéneos.

Una solucion o un sistema como (12.1) es una énupla de funciones zy (¢) ,. .., z,(t)
las cuales sastisfacen las ecuaciones en algtn intervalo. Si los coeficientes y las
funciones son continuas en dicho intervalo, entonces existe una solucién tnica,
dependiendo de las condiciones iniciales.

Supongamos que el sistema (12.4) es homogéneo o sea que

d

o a1 + by +c1z (12.4)
dt

d

d_i = aox + boy + 92

L

dt = asx 3Y C3Z

Un conjunto solucion (z (¢),y (t),z(t)) de (12.4) es linealmente independiente si
sus combinaciones lineales son iguales a cero tnicamente cuando los coeficientes
de las combinaciones lineales son todos idénticos a cero.

Si
121 () + coxo (t) + c323 (1) =0

cyr (t) + caya (t) + c3ys (t) = 0

0121 (t) + Co29 (t) + C323 (t) =0

Sobre el intervalo dado, entonces ¢; =0, ¢ =0, c3 =0
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12.1. CONCEPTOS BASICOS

Si las triplas son soluciones linealmente independientes de (12.4), entonces las
combinaciones lineales proveen la solucion general de (12.4) sobre el intervalo
para el cual las soluciones existen.

Esto es:

x (t) = 11 (t) 4 coxs (t) + caws (t)

y () = cryr (1) + caya (1) + csys (1) (12.5)

2(t) = 121 (t) + ca22 (t) + c323 (1)

Si los valores iniciales en ty son xg, yo, 2o, entonces se pueden determinar las ¢’s
mediante la solucion del siguiente sistema:

Ty = C1Tq (t) —+ Co9 (t) —+ C3T3 (t)

Yo = a1y (1) + caya (1) + cays (1) (12.6)

20 = C121 (t) —+ Co 2o (t) —+ C323 (t)

Este sistema donde las incégnitas son ¢y, co, c3 puede ser resuelto para ci, co v c3
si el determinante de coeficientes es diferente de cero.

Ejemplo 12.1 Resolver el siguiente sistema homogéneo

@ e —oy+s
7 — 49y +5z
d—izx—lOy—i—?z
d

d—i:x—17y+122
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Una solucién estd dada por:

1 = e, y; = 2¢', 2, = 3e! puesto que al reemplazar en las ecuaciones anteriores
se obtienen las siguientes identidades:

e =4e' —9(2e') +5(3¢) =4e' — 18¢" + 15¢" = ¢’
2¢" = €' — 10 (2¢") + 7 (3¢") = €' — 20€" + 21e" = 2¢'

et = el — 17 (Zet) + 12 (3et) =e' — 34e' + 36e' = 3¢’

Similarmente se puede comprobar que las dos siguientes tripletas son soluciones
particulares:

2 2 2
xgzet,yQ:SBt, 29 = He?t

3t 63t

3¢
T3 =¢€", Y3 = —€", 23 = —2

Las tres tripletas de soluciones particulares son linealmente independientes, en-
tonces se puede obtener la solucion general aplicando (12.5).

= cret + cpe® + 3
Yy = 2c1€! + 3ege?t — cget

2 = 3cie! + Bege® — 2¢4e™

12.2 Forma vectorial

Si el sistema de n ecuaciones diferenciales lineales se escribe como
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vi = an @)y +an @)y + ..+ a1 (@) yo + fi (2)
vy = am (v) g1+ an (2) Y2+ ... + a2 (2) yn + fa (2)
: (12.7)
U = n1 (2) Y1+ an2 (2) Y2 + -+ G (2) Y + fo ()
Lo podemos compactar en notacién matriz-vector como:
Y = A(2)Y +f(2) (12.8)
Donde A (z) es la matriz de coeficientes,
Yy Y1 f1(z)
/
v | %2, v=| "] = o)
Yr, Yn fo ()

Si el sistema tiene condiciones iniciales se obtiene el siguiente problema de valor
inicial

Y = A(x)Y +f(z), sujeto a Y (z9) = Co (12.9)

Donde zy € I y Cg es un vector constante.

Cuando el vector f (z) es 0 el sistema se llama homogéneo y se tiene:

Y = A(2)Y (12.10)

12.3 Sistema lineal homogéneo con coeficientes
constantes

Para obtener la soluciéon de Y’ = A () Y donde A (x) es una matriz de coeficientes
constantes, es util conocer los siguientes teoremas.

Teorema 12.1 Sea y1,ys, .. ., Yn soluciones de Y' = A(x)Y en algin intervalo
I. El conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si el wronskiano

w(y17y27"'7yn> 7£0
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Teorema 12.2 Si'Y es una solucion del sistema Y' = A(xz)Y en un intervalo
I'ysiY (zg) =0 para algin x € I, entonces Y () =0 para x € 1.

Teorema 12.3 FExisten n soluciones linealmente independientes de un sistema
homogéneo de E.D.O de primer orden Y' = A (z)Y.

Teorema 12.4 Siyy, s, . .., Y, son soluciones linealmente independientes de Y' =
A(x)Y en algun intervalo I y si’Y también es una solucion en I, entonces existen

n
constantes ¢y, ¢y, ..., ¢, tales que Y = > ciy;.
i=1

n
Estas combinaciones lineales Y = > ¢;y; se denominan la solucion general de

=1
(12.10).

12.3.1 Procedimientos de solucién de Y/ = A(z)Y

Sabemos por Euler que y = e*® (\ = cte) es una solucién de la ecuacion diferencial
lineal homogénea con coeficientes constantes.

Ahora cuando se tiene n ecuaciones homogenéas podemos suponer que existen n
soluciones que podrian ser de la forma 1, = ae?®, y, = Be, y3 = ve ?, etc.

En general (12.10) tiene un vector solucion de la forma:

Y' = Ce (12.11)

Donde C es un vector n dimensional y A es una constante.

Procedimiento a seguir

1) Derivar (12.11) y reemplazar el resultado en (12.10).

Y =Ce™ = Y =)\Ce¥

Entonces:

ACe = A(2) Y (12.12)
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2) Reemplazar (12.11) en (12.12).

ACeM = A(z) (CeM)
ACeM — A(z)Ce™ = 0
(A(x)C—=AC)eM = 0

Como e*® # ( se obtiene:

(A-N)C=0
3) Determinar la ecuacion caracteristica de A.
Como la solucion (12.11) es valida para todo = € I, entonces C y A satisfacen el
siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

(A-=X)C=0 (12.13)

Donde [ es la matriz identidad.

Como C no puede ser cero, entonces (12.13) es verdadera si y solo si:

A= M| =0 (12.14)

La ecuacion |A — M| = 0 es un polinomio de grado n con incognita A y se le llama
la ecuacion caracteristica de A.

Las raices \; de (12.14) se llaman raices caracteristicas.
4) Hallar las raices caracteristicas

Para hallar las raices caracteristicas de A debe existir un vector C # 0 que
satisfaga (12.13).

Si suponemos A; es una raiz caracteristica, entonces cualquier vector C; # 0 que
satisfagan a (12.13), sirve para hallar y;.

C, es llamado el vector caracteristico asociado con la raiz caracteristica \;. Notese
que si C; satisface a (12.13), entonces aC también la satisface, por lo tanto los
vectores caracteristicos no son tnicos.

259




CAPITULO 12. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES

5) Cuando se hallan las raices caracteristicas puede ocurrir cualquiera de los si-
guientes casos:

Caso a) Todas las raices caracteristicas son reales y diferentes

(M #de # oo £ )

Entonces

Y1 = C’le’\”, Y2 = C2€>\1$, ey Yn = Cne’\”

Son soluciones de (12.10) linealmente independientes.

Ejemplo 12.2 Hallar la solucion de:

Y = 2y1 — 3y2

Yy = lys — 2y

En forma vectorial se tiene:

(-G e

La ecuacién caracteristica es:

o [(23)(01)
-7 2
2=2)(=2-A)—(1(=3))
= \M-1

M—-1=0 = XMN=1 = X=1, \=-1 (reales diferentes)
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Supongamos que el vector caracteristico correspondeiente a Ay = 1 y que satisface
a (12.13) es:
Cu
O, =
()

Por lo tanto

B 2 =3 10 Ch

e = ((15)-0(0 1)) (E)
B 1 -3 Chn) (0
- 1 =3 Cip ) \O

1011 — 3012 =0 = 011 = 3021

(U5 puede tomar cualquier valor real, supongamos Cy; = 1 entonces, por lo tanto:

Y, = C16)‘1x = ( i) ) el®

Es una solucion de (12.15).

Para Ay = —1

a-wnes = (33 -0 (5 ) (&)
(S =(D)
3C12 —3C5% =0

1012 - ].022 - O

(U5 puede tomar cualquier valor real, supongamos Cys =1 = (15 =1 por lo

tanto:
Aoz 1 —x
Y2 = Cge = 1 €

} = Ch12 = Oy
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Es una solucion de (12.15).

La solucion general del sistema es:

m1, My constantes arbitrarias.

Ejemplo 12.3 Hallar la solucion del siguiente sistema:

d
d—f:4x—9y+5z

d
d—izx—lOy—i—?z

d
d—i:x—17y+12z

En forma vectorial se tiene:

o 4 -9 5 z
y | =1 —-10 7 Y
2 1 —17 12 z

La ecuacién caracteristica es:

4 -9 5 100
JA=X|=|l 1 =10 7 | =Xx[ 0 1 0 ||=X-6\+11A-6=0
1 —17 12 00 1
M =1
Ay =2
A3:3

Supongamos que el vector caracteristico correspondiente a A\ = 1 es:
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(631
Ci=1| 5
7
Entonces:
4 -9 5 1 00 o 0
(A=MI)Cy = 1 —-10 7 (o010 o5t = 0
1 —17 12 0 0 1 " 0
3a; — 961+ 571 =0 (12.16)
ar — 1781 + 11y, =0 (12.18)

Restando la ecuacion (12.22) de la (12.23) se obtiene:

2
66 —411=0 = 512571

Sustituyendo f; en (12.22) se obtiene:

1
a1 =-on

3

Si se sustituyen «y y i en las ecuaciones anteriores, se obtiene que v, = 0 y por
lo tanto a; y (1 seran cero. Se ha llegado a la solucion trivial (0,0, 0)

Si queremos una soluciéon diferente de la trivial, podemos escribir la solucién como:

Oélzk, 61:2/€, ’}/1:3]€

Soluciéon que satisface las ecuaciones anteriores.

Ahora se puede asignar un valor arbitrario a k; supongamos k = 1 entonces:
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alzlu /81:27 71:3

Entonces:
X1 1
Y1 =CieM*=| 2 | e
Z1 3

Es una solucion del sistema, es decir:

= é, Y = 2e!, z; = 3é!

En forma similar para Ay = 2 se obtiene:

200+ 9682 + 572 =0
ay — 1205+ 7y =0

Qg — 17ﬁ2 -+ 10’)/2 =0

Cuya soluciéon es as = 1, B3 = 3, 72 = 5 y la segunda soluciéon particular del
sistema es:

2t 2t 2t
To = €7, Yo = 3€”, 2z = be

Para A3 = 3 se obtiene:
az — 903+ 5y3 =0
a3 — 1383+ Ty3 =10
az — 1783+ 9v3 =0

Su solucién es a3 = 1, f3 = —1, 73 = —2 y la tercera soluciéon particular del
sistema es:
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3t 63t

3t
T3 =¢€", ys=—€, 23 = —2

Se puede verificar que todas estas soluciones son linealmente independientes para
todo t.
La solucion general es:
_ _ ot 2t 3t
T = C1X1 + Coko + C3x3 = c1e” + ce” + c3e

Y = C1y1 + CoYs + Cc3ys = 1 (Zet) + ¢y (362t) + c3 (—egt)

zZ=cC121 + Cazp + Cc323 = 1 (3et) + ¢y (5e2t) + c3 (—263t)

Caso b) Raices Caracteristicas reales repetidas

Si la ecuacion caracteristica |A — AI| = 0 tiene una raiz de multiplicidad k o sea A
aparece m veces, 1 < k < n, entonces la solucién general del sistema homogéneo
depende del ntimero de vectores caracteristicos Cq, C,, ..., C,, asociados con la
raiz caracteristica A, que sean linealmente independientes, 1 < m < k.

Se debe considerar dos casos:

a) m = k: Lamultiplicidad de la raiz A coincide con el nimero de vectores caracte-
risticos linealmente independientes, entonces los vectores C1e*, Coe??, ..., Cre?®
son soluciones linealmente independientes de Y’ = AY, por lo tanto la so-
lucion general contendra la combinacion lineal correspondiente a la raiz A
de multiplicidad k, la cual sera de la forma:

a1C1eM 4+ a5Ce™ + ..+ a;,Cre™®

b) Sim < k entonces existen m vectores caracteristicos linealmente independien-
tes Cy, Cy,...,C,, y m soluciones linealmente independientes de la forma:

C.eM, Coe™®, ..., Cpe™®
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Ejemplo 12.4 Hallar la solucion general del siguiente sistema:

dx
=
dt
d
d_th =z +2y+ 2z
d
d_j = —2r —2y — 3z
En forma vectorial se tiene:
T 1 0 0 z
y | = 1 2 2 y
2 -2 -2 -3 z
La ecuacién caracteristica es:
1—A 0 0
A=MN|=| 1 2—-Xx 2 =N -3\-2=0

-2 -2 =3-A

AM=-2 A=1=);

Una solucién del sistema (asociada a \; = —2) es: V; = Cje™
T1 631
—at
n = B e
21 !

El vector debe satisfacer a (A — A1) C; = 0 para que sea una solucion del sistema.

1 0 0 100 a 0
A-xDCi=| 1 2 2 |—=2[010 T e
—2 -2 -3 001 " 0

Resolviendo el sistema resultante se obtiene que:
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ap =0, v = —20;, [/, = arbitraria

Si 81 = 1 se obtiene el vector caracteristico:

0
C, = 1

La soluciéon particular es:

Ahora como Ay = A3 = 1 existe una o dos soluciones linealmente independientes
de la forma V5 = Cqe’.

Para que V5 sea una soluciéon, C, debe satisfacer:

(A-1)Cy=0

1-1 0 0 Q9 0
1 2-1 2 B | =10
—2 -2 -3-1 Y 0

Si se multiplica (12.19) por —2 y se suma a (12.20), se anulan mutuamente lo que
indica que se puede trabajar con una sola ecuacion, por ejemplo la (12.19); co+fFo+
275 = 0 relaciona las 3 variables donde 2 de ellas pueden tomar valores arbitrarios,
pero estos valores se deben escoger en forma tal que los vectores resultantes sean
linealmente independientes.

Slﬁzzly’)ﬁzo = a2:—1
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—1
C, = 1
0
8152:0}7’)/2:1 = g = —2
—2
C, = 0
1

Se puede comprobar que estos dos vectores son L.I

También se puede demostrar que C; y los dos Cs son L.I, entonces las tres solu-
ciones particulares son L.I, por lo tanto la solucién general es de la forma:

x 0 -1 —2
Y = kl 1 672{/ + kg 1 et -+ kg 0 et
z —2 0 1

Caso c) La ecuacidn caracteristica tiene al menos una raiz compleja

Si una de las raices caracteristicas es la de la forma A\; = a + bi, entonces Ay =
a — bi tambien es raiz caracteristica, entonces existen dos vectores caracteristicos
complejos C7 y Cj y dos soluciones complejas linealmente independientes, que

son de la forma:

CieMt = Crelatt = Cte® (cos bt + i sin bt)

CieMt = Crelat = Cte® (cos bt — i sin bt)

Ejemplo 12.5 Hallar la solucion general del siguiente sistema:

d

d—f:—9x+19y+4z
d
d—z:—3x+7y+z
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d
d—j:—7x+17y+22

La ecuacién caracteristica es:
-9—-X 19 4

A=X|=| =3 T7-X 1 |[==N=-A=X(N+1)=0
-7 1T 2-)

Para \; = i se obtiene:

—9 19 4 100 a 0
A-MDCi=|| -3 7 1 |=il 010 B l=1{o
~7 17 2 00 1 " 0

(=9 — i) oy + 198; + 4y, = 0 (12.21)

By + (T—i) i +7 =0 (12.22)

—Tay + 1761+ (2 — i)y =0 (12.23)

De (12.21) y (12.22) se obtiene que:

(3—1i)ay+ (=9 +4i) B, = 0

Y1 =3 —(7T—14) B
Haciendo f = (3 — 1) k

v = (7—2i)k k = valor arbitrario
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Cuando k£ =1 se obtiene:

0[1:9—4i, 51:3—2', ’}/1:7—22

Como Ay = —i, es la conjugada de A1, se puede reemplazar ¢ por —i en la solucion
anterior y se llega a:

()62:9+4Z, ﬁgz?)—i—’l, ’}/2:7—|—2’l
Para A3 = 0, (A — A\3]) C3 = 0 produce:

—9(13 —+ 1963 + 4’}/3 =0
—3az + 73+ 73 =0

—7063 + 17ﬁ3 -+ 2’)/3 =0

De donde se obtiene:

a3 =3, f3=1,13=2

La solucion general es:

=k (9—4i)e" + Kk (9+4i) e + 3k
y:/ﬁ(3—i>€it+E1(9+Z’)€7it+k3

2=k (7T—d)e" + ki (T+2i) e + 2k,
Para obtener la solucién en forma real se procede como se indica a continuacion:

Siki=3(c1+icn) = k= % (c1 — icg), luego:

1
2
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v = Kk (9—4i)e +ky (9+4i)e " + ks
= 2Re [k (9 — 47) €”] + 3ks

1 .
= 2Re 5 (c1 +ico) (9 — 44) €| + 3k3

= Re[(c1 +ica) (9 — 4i) "] + 3ks
= ¢1(9cost +4sint) —cy (9sint — 4 cost) + 3k

En forma similar se procede para obtener:

y=cy(sint +3cost) — ¢y (3sint — cost) + ks

z=c1 (2sint+ Tcost) + co (Tsint — 2cost) + 2ks

Ejemplo 12.6 Resolver el siguiente sistema.

¥r=x—z
Yy =4dr+y+z

2 =3r—y+22
La ecuacion caracteristica es:
1-Xx 0 -1
A=M|=] 4 1-X 1 |==XN4+42-9A+10=0
3 -1 2-A
)\1:2, )\2:1+22, )\3:1—22
Para Ay = 2 debe existir un vector Cy tal que (A —2I)C =0

1-2 0 -1 o 0
(A-2C=|( 4 1-2 1 B =10
3 -1 2-2 7 0
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—ay -1 =0

day =B 4+ =0

30&1 _ﬁl =0

71 o= Ty

p1 =3

a1 = valor arbitrario

Sea vy =1 = v = —1, By = 3 una solucion del sistema es:
0
V1 = 3 62t

-1

Para Ay = 1 + 2i debe existir C% tal que (A —(14+2i)I1)C; =0

1—(1+29) 0 —1 fa% 0
4 1—(1+29) 1 Bs | =10
3 -1 2 —(1+2i) v 0
Y2 = —2ia;
By = (=1=2)e3
oy = arbitraria

Seaay=1 = 75 =-2i, fj=—-1—-2i

La otra solucion particular del sistema es:

1
V2 — -1 —=9; e(1+2it)
—2
1
= —1—2i | e'(cos2t +isint)
-2
cos 2t +isint
= —cos 2t 4+ 2sin 2t 4+ i (—2cos 2t —sin2t) | €*

2sin 2t + i (—2 cos 2t)
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Como las raices caracteristicas complejas son conjugadas (no repetidas) entonces
las partes reales e imaginarias de la solucion vectorial compleja proporciona dos
soluciones vectoriales reales linealmente independientes del sistema.

Por lo anterior podemos establecer la solucion general en forma real.

T 1 cos 2t sin 2t
y | =k | 3 |e*+ky| —cos2t+2sint | el+ks | —2cost —sin2t | e”
z 1 2sin 2t 1 —2cos2t

Ejercicios 12.1

Solucionar los siguientes sistemas, donde D = %

1.
Dz=—4x — 4y — 112
Dx = Tx + 46y A
2.
Dy =5z + 5y + 10z
Dr=—-x+y
Dz =2zx+4y+ 9z
3. 5.
Dz = 16z + 14y + 382 Dx =2z
Dy = -9z — Ty — 182 Dy =4y

273




CAPITULO 12. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES

12.4 Solucién de sistemas de E.D.L. con
coeficientes constantes por medio de la

transformada de Laplace

Ejemplo 12.7 Resolver el siguiente sistema:

Srz=z y(0)=1
Z4+4y=0 2(0)=-1
SeaY (s) = L{y(z)}, Z(s) = L{z(2)}

Tomando la transformada de Laplace a ambas ecuaciones y usando el teorema 1
obtenemos:

L)+ L(z) = L(z)
L(2')+4L(y) = L(0)

Y (5) + 7 (5) =
4Y (s) +sZ (s) = —1
2+ s+1 s? 4+ 452 + 4
Y (s) = Z(s) =
(s) s(s?—4) (5) s(s2—4)
Descomponer en fracciones parciales:
1 7 3
s2+s+1 _ 1 n 3 I 3
s(s?—4) s s—2 s+2
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1 1 7 1 3 1
=L Yy = —_L7'{= Y P G —t
y () i)} 4 {s}+8 {3—2}+8 {3+2}
1 7 3
— _Z (1)+_e2x+§6—2x
s2+4s2+4 B i B % %

s(s2—4) s s—2+s+2

z(x)=L'{Z(s)} = L‘l{é} —EL_l{siz}%L_l{si?}

7
— .I'--@QI—l-

Sea X(s) = Liz(t)} y Y (s) = L{y(1)}
L{% } 1;2x — L(3y)
L{ Y1 = L(y) — L(2x)

sX(s) —8=2X(s) —3Y(s)
sY(s) —3=Y(s) —2X(s)

sX(s) —2X(s) —3Y(s) =8
2X(s)+sY(s) —Y(s)=3

(s —2)— X(s)+3Y(s) =8
2X(s)+(s—=1)Y(s) =3

Usamos regla de Cramer para resolver el sistema anterior:
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8 3
[ E (3—1)' _ 8s—17  8-1T 5 3
(3)— (8—2) 3 _52_33_4_(5—|—1)(3—4)_5—|—1+8—4
‘ 2 (5—1)‘
(3;2) 2'
35 — 22 35 — 22 5 2
Y(S):)@_z) 3 ):52—38—4:(5+1><3_4>:5+1‘3_4
2 (s—1)

Tomamos transformada tnversa:

a(t) =L {X(s)} = Ll{sil}”l{si}

y(t) =LY (s)} = L_l{sil} _L_l{sil}

Ejemplo 12.9 Resolver el siguiente sistema:

4+rx+y —y=2 2(0)=0

2+ —y =cost 2/(0)=2, y(0)=1
Sea X(p) = L{z(t)} y Y (p) = L{y(?)}

L(z)+L(z)+L(y)—-L(y) = L(2)
L")+ L(2")— L) = L (cost)
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L{f (t)} = pF(p)— f(0)
L{f"(t)} =p*F (p) — pf (0) — f'(0)

(

L(y)=pY (p)— 1

L(a') = (p)—O

L(@")=p’X(p)—px0-2
pX(p)+X(p)+pY(p)—1— (p)=§
pQX(p)—QO—H?X(p) ( )_1_ 2 +1)

P+DXP) +@-D)Y(p)=1-2

(P* +p) X (p) = pY (p) =1+ 5
Resolvemos el sistema por el método de Cramer y aplicando fracciones parciales
se obtiene:

= t+sint

s - e ()

= cost+t

Ejemplo 12.10 Dada la siguiente malla, hallar v, y is st inicialmente ellas valen
cero o sea iy (0) =0, i2(0) =0

La 2° ley de Kirchhoff establece que la suma algebraica de las caidas de voltaje
alrededor de cualquier malla cerrada es cero.
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CAPITULO 12. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES

300 110V

F— VW —nt /

i
100 O ol

02

2082 4h
Figura 12.1: Ejemplo 12.10

a) Para la malla KLMNK

, diq dis ,
—107; —2— +4— + 2015 =
11 dt -+ dt -+ 12 0
b) Para la malla JKNPJ
. diy . .
3021 + 110 + 2% + 1021 + 3022 =0
, diq dis ,
S5 = 0% g, = 0
11 dt —+ dt —+ 19
4
T 20i + 151, = 55

dt

—5L (i) — L (i}) + 2L (i}) + 10L (i5) = 0
L (i) 4+ 20L (iy) + 15L (iy) = L (55)

—5I1 (s) —sI1 (s) + 0+ 2sl5(s) =04+ 1015 (s) = 0
sl (s) — 04201, (s) + 1515 (s) = —
s
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12.4. SOLUCION DE SISTEMAS DE E.D.L. CON COEFICIENTES CONSTANTES POR MEDIO
DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

511 (s) + 51 () — 25D (s) — 101 (5) = 0
sl (s) + 20 (s) + 1515 (s) = ~

(s +5)51 (s) — (2s+10) I (s) = 0
(s+20) 1 (s) + 150, (s) = —

De la 1° ecuacion I (s) = 215 (s), entonces reemplazando I, (s) en la 2°

(s +20) (25 (s)) + 151 (s) = 5_35
(25 +55) 15 (s) = 5_35
55
Ls) = s(2s 4 55)
1 2
L) = 5575

ip(t) =L " (I2(s)) = L7 G) - <2Si55>

55t

ipn(t) = 1—e 2
Como iy = 2iy = iy (t) =2 —2¢ %"
i(t) =1 (t)+ia(t) =3 (1 _ e*%t>

Ejercicios 12.2

Usar transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
diferenciales.
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CAPITULO 12. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES

L.y"+24y=0 y(0)=1, z(0) =1
Ay =0 5. w' —w—2y=1
y(0) =0,y (0) =0, 2(0) = 1 e

2. 2" +y =cosx w(0) =1, y(0) = 2
y' —z=sinx
2(0) = —1, #/(0) = —1, 6. v’ +w=0

y(O) =14 (0)=0 W=

3 Y tr—u u(0) =0, v (0) = -2,
Yy = w(0)=0, ' (0)=2
y(0) =1, 2(0) =0 7.u — 2w =2

4. ¢y — 2= u+w =5e* +1
y—2 = u(0) =2, u'(0)=0, w(0)=1
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